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CAPITULO 1

Métodos elementales de
resolucion de ecuaciones
diferenciales ordinarias

La poblacién P(t) de un suburbio de una gran ciudad en un instante
cualquiera se rige por

il = p(10~1 - 1077P)
P(0) = 5000 ’
en donde ¢ se mide en meses. ;Cudl es el valor limite de la poblacién?

(En qué momento serd la poblacién igual a la mitad de su valor limi-
te?

Solucién : Calculamos en primer lugar el tamafio de la poblacién,
P(t), resolviendo el problema de valores iniciales. La ecuacién di-
ferencial tiene sus variables separadas:
P/
P(10-T=10-7P)

=1,

donde hemos denotado P’ = ”é—f. Integrando los dos miembros de
esta identidad entre 0 y ¢ obtenemos

7 (PO dQ
10 [ o Oli0—0) ="

donde hemos efectuado el cambio de variable Q = P(t). Teniendo
en cuenta ahora que

1 (11
Qs —g) ~ 10 (Q+106—Q)'
1



concluimos tras una serie de célculos simples que la tinica solucién
de nuestro problema es

100 e10
P(t) = —.
199 + eT0

El valor limite de la poblacion es por tanto

lim P(t) = 10°,

t—o0

como se desprende de una simple aplicacién de la regla de L'Hopital.

Para responder a la segunda cuestion tenemos que encontrar el valor

6 sz
to para el que P(ty) = %. Basta entonces con resolver la ecuacién

=]
O‘O
—_
(e)
[e)Y
=)

106 —° — e eth =199,

199 +eth 2

Tomando logaritmos neperianos en ambos miembros concluimos que

to = 101og(199) meses ~ 4,41 afios.

2. Resuelve las siguientes ecuaciones diferenciales:

(@) X' =e — 2=

(b) (x> +9)y +xy=0
(c) g—x = 2xe Y

d) « =

(e) x' =e!™*

Solucion : (a) La ecuacién tiene sus variables separadas. Integrando
obtenemos

x(t) =e' —log(|t* —=1|) +C, CEeR.
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Métodos elementales 3
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Figura 1.1: Representacién gréfica de la solucién del Ejercicio 1 en el intervalo
[0,150].



(b) Separando las variables obtenemos

/

Yy X

Yy 2249

e integrando con respecto a x llegamos a

y() = =
Vxs+9

(c) Separando las variables resulta eV % = 2x, de donde se obtiene la
solucién general

y(x) =log(x* +C), CeR:x*+C>0,

sin més que integrar ambos miembros con respecto a la variable x.
Obsérvese que, dado cualquier dato inicial y(x9) = yo, la solucién
sOlo existe si

x> —C=x5—el.

(d) Separando las variables obtenemos

14+t
2.0
xX—t—z.

Integrando entonces con respecto a t en ambos miembros de la ecua-
cién encontramos que la solucién general de la misma viene dada

por
x(t) = [3 (1og(yt|> _ %) +cr , CeR.

(e) Separando las variables resulta e~ x’ = ¢!, de donde obtenemos
la solucién general

x(t) = —log(C—e'), C>¢,

integrando la ecuacién con respecto a la variable t. Obsérvese que,
dado cualquier dato inicial x(ty) = xo, la solucién sélo existe si

t < log(C) con C = el0 ¢ %0,



Métodos elementales 5

3. Un reactor transforma plutonio 239 en uranio 238 que es relativa-
mente estable para uso industrial. Después de 15 afios se determina
que el 0.0043 por ciento de la cantidad inicial Ay de plutonio se ha
desintegrado. Determina la semivida! de este is6topo si la rapidez
de desintegracion es proporcional a la cantidad restante.

Solucién : Llamemos x(t) a la cantidad de plutonio 239 que queda
en el instante , con lo que x'(t) indicara la velocidad o rapidez de
desintegraciéon del mismo. Como la velocidad de desintegracién es
proporcional a la cantidad de is6topo restante, la ley diferencial que
rige el proceso de desintegracion es

x' = Ax sujeta a la condicién inicial x(0) = Ay,

cuya Unica solucién viene dada por x(t) = AgeM. Para tener com-
pletamente determinada la solucién necesitamos conocer el valor de
la constante de desintegracion A, el cual puede encontrarse a través
de la relacién (establecida en el enunciado del problema)

0,0043 99,9957
15) = (1 -~ Ag = 2
x(15) ( 100 ) 0= 100

por lo que ha de ser

151 _ 99,9957
100

Ag,

1
Ao & A= —log

A _
0¢ 15

(2)

Finalmente, la semivida de este is6topo es el valor t; para el que se
cumple la condicién x(ty) = %, por lo que

Agel 5108 (Z557) |0 _ Ao
2

B 15 log(2)
~ 1og(100) — 10g(99,9957)

&ty = 241790 afos.

4. Dadas dos funciones f, g derivables, sabemos que la identidad

(fg) =f'¢

'Tiempo necesario para que la cantidad inicial de 4tomos se reduzca a la mitad

5



es falsa en general. Si fijamos f(x) = ¢* 72*, determina las funciones
g que verifican dicha identidad.

Solucién : Por un lado
(f9)'(x) = (3x% +2) e *2g(x) + ¥ +2%g/ ()
mientras que, por otro lado,
F(0)g(x) = (332 +2) e* "2/ (x) .
Entonces ha de cumplirse
(3x2 4+ 1) e" 2%/ (x) = (3x2 +2) e T2 g(x)
0, equivalentemente,

g(x) 3x2+2
g(x)  3x241°

Resolviendo esta ecuacion diferencial en variables separadas obtene-
mos

1 I n
g(x) :Cex+\/§a cta (\/gx), CeR.

Resuelve las siguientes ecuaciones diferenciales:
(@ 3x+y—2+y(x—1)=0
(b) (?x*> —1)x’ +2tx®> = 0, haciendo x = z*
() x+(x—t)x' =0
(d) 2t+3x+ (x+2)x' =0

Solucién : (a) La ecuacién puede ser reescrita en forma canénica (con
la derivada despejada) de la siguiente forma:

,_3x—|—y—2
o 1—x
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Veamos cémo podemos reducir esta ecuacién diferencial a una ho-
mogénea. Consideramos las rectas de ecuaciones

3x+y—-2=0, 1-x=0,

de las que resulta el punto de corte (x = 1,y = —1). A continuacién
se procede via el siguiente cambio de variable:

X=x-1, Y=y+1.

Entonces se tiene que

Y+3X Y
_YESX Y g, (1.1)

Y/: /:
Y X X

que es una ecuacion diferencial homogénea. Haciendo ahora el cam-
bio de funcién incégnita u = % y usando (1.1) obtenemos

Y =u+Xu =u+3,

de donde se deduce que

Por tanto
u(X) = 3log(|X|)+C, CeR.

Deshaciendo los cambios de variable efectuados para recuperar las
variables originales llegamos a

y(x) =3(x—1)log(|]x—1])+C(x—1)—1, CeR.

(b) Obviamente x = 0 es soluciéon. Busquemos todas las demads so-
luciones. Efectuando el cambio de funcién incégnita x = z* en la
ecuaciéon obtenemos

a(t?2% —1)z%7 17 42t =0,
de donde resulta
a(222% —1)7 +2tz%%T1 = 0

o, equivalentemente,

() - ()

7




que es una ecuacién homogénea. Haciendo el cambio de variable
u = 7 obtenemos la siguiente ecuacién equivalente:

(t2¢x+2u20¢ . 1) , 1
—_— U = —.
u t

Integrando los dos miembros de esta ecuacion con respecto a la va-
riable t llegamos a la siguiente expresion implicita para u:

1

th‘”z u?* —log(|ul) = C +1log(|t|), CeR.
Deshaciendo finalmente los dos cambios de variable efectuados? ob-
tenemos

x*t? —2log(]x|) =C, Ce R.

(c) La ecuacion admite la solucién trivial. Busquemos las restantes
soluciones. Resolviendo la ecuacién con respecto a la derivada obte-

nemos
X
xl = e
t—x 1

NS

x 7/

f
que es homogénea. El consabido cambio de variable u = % nos con-

duce a
u’—l u?
ot \1—u/)’

cuyas soluciones satisfacen la relacion implicita

1
~ —log(|u|) =log(|t|) +C, CeR.

Deshaciendo el cambio de variable obtenemos finalmente

xlog(|x|)+t+Cx=0, Ce R.

(d) Resolviendo la ecuacién con respecto a la derivada obtenemos

p . 3x+2t
x+2

7

que adopta la forma de una ecuacién diferencial reducible a homo-
génea. Consideramos las rectas de ecuaciones

3x+2t=0, x+2=0,
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de las que resulta el punto de corte (t = 3,x = —2). Efectuamos el
siguiente cambio de variable:

T=t-3, X=x+2.
Entonces se tiene que

+2
X 7
X T

(1.2)

que es homogénea. Haciendo ahora u = % y usando (1.2) obtenemos

X':u—i—Tu':—3u+2
u 7

de donde se deduce que

, 1 (u?+3u+2
Uw=——|—1».
T u

Por tanto, la siguiente relacién implicita

(u(T) +2)2

_qT
a1 - cTh €0,

es satisfecha. Deshaciendo los cambios de variable efectuados para
recuperar las variables originales llegamos primero a

(X+27) 5
x+1 T
y después a
AV
Mzc(t_3)2_
x+t—1

6. Encuentra la curva plana que pasa por (1,1) y verifica que dado un
punto cualquiera (x, y), al considerar el corte de la recta tangente a
la curva en ese punto con el eje de ordenadas y el corte de la recta
normal con el eje de abscisas, su distancia al origen es la misma.

9



10

Solucién : Las ecuaciones de la recta tangente y normal en el punto
(t, x) son, respectivamente,

1
— / — — — [ — = —
(T-tHy =X —x, (T t)( x,> X —x,
donde las variables estdn representadas con letras maytsculas (T pa-
ra las ordenadas y X para las abscisas).

La condicién inicial que nos proporciona el problema es x(1) = 1.
Sustituyendo en las ecuaciones anteriores los datos del problema ob-
tenemos:

1
—tx' =b—x, (a—t)(—;) = —x.
Ademas, ha de verificarse
lx — tx'| = |xx’ +t].

Esta tltima ecuacién nos conduce a la resolucién de los siguientes
problemas de valores iniciales:

X =7
x(1)=1 "~

_ xtt
¥ =i
x(1)=1 "~

correspondientes ambos a ecuaciones homogéneas. El primero de
ellos puede reescribirse de la siguiente forma

Haciendo el cambio de variable u = § se llega a la siguiente ecuacién
diferencial con variables separadas

, 1 /(u?>+1
u'=—-= ,
t\u+1
con dato inicial asociado u(1) = x(1) = 1, cuya tnica solucién
satisface la siguiente relacién implicita:

3

2 arctan <§> + log(x® + %) = %T +1log(2).

3Es inmediato verificar las condiciones del teorema de existencia y unicidad de solu-
ciones

10



Métodos elementales 11

El tratamiento del segundo problema es andlogo. La ecuacién dife-
rencial que se obtiene ahora tras hacer el cambio de variable anterior

es
;1 (ur+1
u = - ,
t\1—u
con dato inicial asociado #(1) = x(1) = 1. La tinica solucién de este
problema de valores iniciales satisface

2 arctan <%) —log(x® +1?) = %T —log(2).

7. Encuentra las soluciones de las siguientes ecuaciones diferenciales
buscando (si es el caso) factores integrantes de la forma que se indica:

(a) sen(tx) + tx cos(tx) + t? cos(tx)x' =0
() =229 4y (y— =)y —
(0) (3xy* —4y) + (3x — 4x’y)y’ = 0 con u(x, y) = x"y"
(Febrero 1993)
(d) xy'(y —1) —y = 0con p(x,y) = u(y)
(e) (t+1)2+ (1+t?)x’ =0 con u(t, x) = pu(t+ x)

(Febrero 1996)
(6) (1+xy+y?) + (1+xy+2%)y" = 0con u(x,y) = pu(xy)
(g) (x+y?)+2(y>+y+x—1)y =0con pu(x,y) = u(e™)

(h) 2xyy’ = x® + y> + 1 con u(x,y) = u(y? — x?)

Solucion : (a) Es exacta con
P(t,x) = sen(tx) + txcos(tx), Q(t x) = t*cos(tx).

11



12

Figura 1.2: Representacion grafica de las soluciones del Ejercicio 6.
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Meétodos elementales 13

En efecto,
or > ~0Q
ol 2t cos(tx) — t“xsen(tx) = TR
Entonces Py
i P = F(t,x) = tsen(tx) + H(x) .
Por otro lado
oF
—=Q=H =0=H=keR.
ox
Por tanto, la solucién general responde a la siguiente relacién impli-

cita:
tsen(tx) = C € R.

(b) Es exacta con

sen(2x sen?(x
P(x,y) = 29 Qv y) =y — 2( ).
Yy Yy
En efecto,
0P 2sen(x)cos(x) _ 0Q
oy y2 ©0x
Entonces
oF _ cos(2x)  «x?
Fp =P=F(x,y) = _T+E+H(y)'
Por otro lado
oF 1 v 1
_— = H/ — —_—— _ — _
Por tanto, la solucién general responde a la siguiente relacién impli-

cita: .
2.2 2 (1_ _
Y +x -|—y(1 cos(2x))—C€R.

(c) La ecuacién no es exacta, ya que para las funciones

P(x,y) =y(Bxy—4), Qx,y)=x(3—4xy)
no se satisface la condicion de exactitud. En efecto,

or ~0Q
@—2(3xy—2)7é3—8xy—a—x.

13



14

Buscamos 1, m € Z tales que la funcién p(x, y) = x"y™ sea un factor
integrante. Para ello imponemos exactitud sobre las funciones

P*(x,y) = y(Bxy —4)x"y"™,  Q"(x,y) = x(3 — 4xy)x"y".
Entonces resulta
2(3xy — 2)x"y" + y(3xy — 4)x" (my™ ")
= (3 — 8xy)x"y" + x(3 — 4xy)y™ (nx" 1)
0, equivalentemente,
x"y"[(3m +4n)xy — (3n +4m) — (7 — 14xy)] = 0. (1.3)

Por tanto, para que pu(x,y) = x"y™ sea un factor integrante para
nuestra ecuacion se ha de cumplir

3m+4n=-14, 3n+4m = -7,

es decir, m = 2 yn = —5. Luego p = x°y?. Buscamos ahora F(x, )
tal que, en primer lugar,

oF _ _ _
a:ysx 5(3xy—4):>F(x,y):—x 3y4+x 4y3—|-H(y).

Por otro lado
g—l; =x 4?3 —4dxy) = —4x P+ 3x W +H (y) = H=k e R.
Consecuentemente, la solucién responde al siguiente esquema im-
plicito:

x (1 —-xy) =CeR.
(d) Sean P(x,y) = —yy Q(x,y) = x(y — 1). En este caso la ecuacion
no es exacta, ya que

Buscamos un factor integrante de la forma p(x, y) = u(y). Para ello
multiplicamos la ecuacién por u(y) e imponemos la condicion de
exactitud a las funciones

P*(x,y) = —yu(y), Q(x,y)=x(y—1u(y).

14



Meétodos elementales 15

Entonces ha de cumplirse

—y'(y) —u(y) = (y —Duly) = pu(y) =7V,
Buscamos finalmente F(x, y) tal que

oF oF

= _—ye Y —— = - -y

I ye ¥, 3y x(y—1)e 7.

Se tiene que

F(x,y) = —xye "+ H(y) y x(y—1)e ¥ = —xe™V+xye '+ H'(y),

de lo cual resulta finalmente que H = k € R, por lo que la solucién
de la ecuacién de partida responde a la siguiente relacién implicita:

xye ¥ =C eR.

(e) La ecuacién no es exacta, ya que si
P(t,x) = (t+1)%, Q(t,x) =1+,

se tiene que

oP 0Q
oo £2="2,
0x # ot
Buscamos un factor integrante de la forma u(t,x) = p(t + x). La

condicién suficiente y necesaria que ha de cumplirse para que en
nuestro caso p(f + x) sea factor integrante es

(t+ 120 (t+x) = 2tu(t +x) + (1 + )/ (t+x).

Resolviendo esta ecuacién obtenemos p(t + x) = e!™*. Buscamos en-
tonces F(t, x) tal que
oF 2 t+x 2 t+x

E:(t+1)e = F(t,x) = (1 +t7)e"™* + H(x).
Finalmente, la funcién H(x) queda determinada sin més que impo-
ner la condicién

oF
5 = (1) + H'(x) = Q(t, )u(t +x) = (1+£)e"™,
que nos conduce a H = k € R. Por tanto, la solucién x(t) viene dada
por la ley implicita

(1+2)e™* = C € R.

15
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(f) La ecuacion no es exacta. En efecto, si llamamos
Px,y) =1+xy+y*, Qx,y)=1+xy+2,

se tiene que
oP _ 00
@—x—FZy#y—FZX— R

Buscamos un factor integrante de la forma p(x, y) = p(xy). La con-
dicién suficiente y necesaria que ha de cumplirse para que en nuestro
caso p(xy) sea factor integrante es

(x +2y)u(xy) + x(1+xy + y*)u' (xy)
= (y +2x)u(xy) + y(1 + xy + x*)u' (xy) .

Resolviendo esta ecuacién obtenemos p(xy) = e*¥. Buscamos enton-
ces F(x, y) tal que

oF
5 = (LHxy+y)e? = Flxy) = (x+y)e + H(y).

Finalmente, la funcién H(y) queda determinada al imponer la con-
dicién
oF

ay (x* +xy+1)e¥ + H'(y) = Q(x, y)u(xy) = (1 + xy + x*)e",

que nos conduce a H = k € R. Por tanto, la solucién y(x) viene dada
por la ley implicita
(x+y)eY =CeR.

(g) La ecuacion no es exacta, ya que si llamamos

P(x,y) =x+y*, Qlxy) =2 *+y+x-1),

se tiene que

oP aQ

Buscamos un factor integrante de la forma u = u(e™ ), el cual
habra de verificar la siguiente condicién suficiente y necesaria:

zy“(eax—l—by) + b(x + y2)eax+byu/(eax+by)
= 2“(eax+by) + za(yZ +y+x— 1)eux—|—by“/(eax+by) ,

16
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que nos conduce como tnica opcidén a elegir un factor integrante de
la forma especifica p(x, y) = e*72Y. Buscamos ahora F(x, y) tal que

oF
or — (xt Y = F(x,y) = (x = 1+ y*)e ™ + H(y).

Finalmente, la funcién H(y) queda determinada al imponer la con-
dicién

oF 2 ,x+2 /
3y =2(y+x—1+y" )" +H'(y)

= Q(x, y)ulr,y) =2(y* +y+x-1)e",
que nos conduce nuevamente a H = k € R. Por tanto, la solucién
y(x) viene dada por la ley implicita
(x =1+ y?) e = CcR.
(h) La ecuacién no es exacta, ya que si llamamos
Plx,y) =x*+y*+1, Q(x,y) = —2xy,

se tiene que

orP _0Q
@—Zy# 2y = R

Buscamos un factor integrante de la forma p = u(y? — x?), el cual
habra de verificar la siguiente condicién suficiente y necesaria:

2yp(y® — %) +2y(* + > + D' (v* — %)
= —2yu(y® — %) + 4Py (y* — ).
Resolviendo esta ecuacién en variables separadas obtenemos

1
Y2 —x24+1)2°

2,2y =
u(y ) (

Buscamos ahora F(x, y) tal que

OF  x*+y*+1 x
— = =*F(x,y) = =————+ H(y).
4Para calcular una primitiva de % con respecto a x basta con observar que la

siguiente descomposicion es satisfecha:

Py +1 1 1 N 1
(P —224+1)2 2\ (x—1+9¥2)? (x+/1+y)?2)

17
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Finalmente, la funcién H(y) queda determinada al imponer la con-
dicién
oF 2xy

dy (-1 TH)

2xy

= Q(x, ]/)F‘(yz - xz) == (2 —x2+1)2’

que nos conduce a H = k € R. Por tanto, la solucién general y(x)
tiene las dos siguientes ramas:

y(x) =+Vx*+Cx—1, CeR.

Responde razonadamente a las siguientes cuestiones:

(a) ¢;Puede ser la funcién ¢(t) = t? (definida para t € R) solucién
de una ecuacion lineal de primer orden homogénea? ;Y de una
ecuacion lineal de primer orden no homogénea?

(b) ;Pueden ser las funciones ¢(t) = el y (t) = e (definidas
para t € R) soluciones de una misma ecuacién lineal de primer
orden homogénea? ;y de una ecuacion lineal de primer orden
no homogénea?

En caso afirmativo proporciona ejemplos explicitos.

Solucién : (a) La funcién ¢(t) = t?> (definida en R) NO puede ser
solucion de una ecuacion lineal de primer orden homogénea x'(t) =
a(t)x(t), ya que de serlo habria de ocurrir

2t — a($)2 = a(t) — % V40

y, en cualquier caso, el coeficiente a(t) sélo estaria definidoen R\ {0}
(no en R).

Sin embargo, la respuesta es SI para el caso no homogéneo x'(t) =
a(t)x(t) 4+ b(t). En efecto, bastaria con encontrar funciones continuas

18



Meétodos elementales 19

a,b : R — R tales que 2t = a(t)t> + b(t). Por ejemplo, a = 0y
b(t) = 2t.

(b) Las funciones ¢(t) = e' y p(t) = e~ ! (definidas en R) NO pueden
ser soluciones de una misma ecuacién diferencial lineal de primer
orden homogénea, ya que de serlo tendrian que verificarse simulta-
neamente las dos siguientes condiciones:

que a la postre se traducen en que simultdneamentea =1ya = —1.

Para el caso no homogéneo los anédlogos de las condiciones anterio-
res son

et =a(t)e +b(t), —e'=a(t)e "+b(t),
que tras un calculo sencillo conducen a las siguientes expresiones de
los coeficientes:
el +e! 2
a(t) = 7— =, b)) = —F—=-

Estas expresiones son s6lo validas en R \ {0}, luego ¢(t) y () NO
pueden ser soluciones de una misma ecuacién lineal de primer orden
no homogénea.

9. Calcula los valores de la constante i1 € R que hacen que la ecuacién
diferencial X' = (u + cos?t)x tenga una soluciéon 7-periédica® no
trivial.

Solucidn : Se trata de una ecuacién diferencial en variables separadas,
por lo que se puede encontrar facilmente su soluciéon general®:

x(t) = Ce(u+%)t+%sen(2t) '

SEs decir, x(t) = x(t + 1) Vt€R
®Para llegar a la expresién final de la misma es necesario calcular previamente una
primitiva de cos?(t), tarea la cual resulta bastante simple si se escribe

_ 14 cos(2t)

cos?(t) >
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10.

Al evaluarla en t + 71 se obtiene
x(t + 71,) _ Ce(u+%)(t+n)+%sen(2t+2n) _ Ce(u+%)(t+n)+%sen(2t) )
luego la condicion de periodicidad equivale a imponer

pHt)m —

7

N[ =

es decir, u = —5.

Resuelve las siguientes ecuaciones diferenciales lineales usando el
método de variacién de las constantes:

(@) x' —tx =3t
(b) v =5y + cos(x)
(c) ¥ = <t22ﬁ> x + 13

(d) x’ —2x = 4¢*

Solucién : (a) Resolviendo en primer lugar la correspondiente ecua-
ciéon diferencial homogénea, x' = tx, la cual tiene sus variables sepa-
radas obtenemos

2
x,(t) =Cez, CEeR.

Asumimos ahora C = C(t) y reconsideramos la ecuacién diferencial
completa. En este caso se tiene que

2 2
¥ = (C' +CtleT = t(Cet7> +3t,
2
luego C'(t) = 3te™ 7. Por tanto

2
C(t)= -3¢ 7+K, KeR.

(b) La solucion general de la ecuacién homogénea, y' = 5y, es

y, =Ce*, CeR.

20
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Variando la constante y considerando ahora la ecuacién completa
obtenemos

(C' +5C)e>* = 5Ce™ + cos(x) = C'(x) = cos(x)e™>%,
luego ha de ser

1
— e (sen(x) —5cos(x))+K, KeR

C(x) = %

y, por tanto,

y(x) = 21_6 (sen(x) —5cos(x)) +Ke>*, KeR.

(c) La solucién general de la ecuacién homogénea, x’' = %x, es

x, =C(t*+1), CeR.

Variando la constante y considerando ahora la ecuacién completa
obtenemos

t3
Cl(P4+1)+2Ct=2Ct+2=C'(t) = ——,
(P+1)+ +P 200 = 5s
luego ha de ser

Ct) =5 (P ~log(P+1)) +K, KeR

N[ =

y, por tanto,

x(t) = %(tz—log(tz—i—l)—FK)(tz—i—l), K eR.

(d) La solucion general de la ecuacion homogénea, x' — 2x = 0, es
x, =Ceé*, CeR.

Si asumimos C = C(t) y recuparamos la ecuacién completa, resulta
que

(C'"+2C—20)e¥ =4e¥ = C'=4=C(t)=4t+K, KeR.

Entonces
x(t) = (4t +K)e*, KeR.
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11.

Resuelve los siguientes problemas de valores iniciales mediante la
férmula de variacién de las constantes:

(@) X +3x=e3, x(1)=5
b) ¥ —§=1, x2)=0

(c) ¥’ = cosh(t)x +esenh®) = x(0) =1

Solucién : (a) La solucion general de la ecuacién homogénea, x' +
3x =0,es
xp(t) =Ce™3, CecR.

Variando la constante, x(t) = C(t)e~>, y volviendo a la ecuacién
completa obtenemos

(C'=3C)e ¥ +3Ce 3 =¥ =C(t)=t+K, KeR.
Por tanto, la solucién general de la ecuacién completa es
x(t) = (t+K)e3", KeR.
Imponiendo la condicién inicial x(1) = 5 concluimos que
(1+K)e?=5=K=5"-1,

luego
x(t) = (t+56° —1)e>".

(b) Resolviendo la ecuacién homogénea (que tiene sus variables se-

paradas) obtenemos x;,(t) = Ct con C € R. Sustituyendo entonces la
expresion x(t) = C(t)t en la ecuaciéon completa llegamos a

. 1
#C(t):m

Entonces la solucién general de la ecuacién completa es

x(t) = [log( 1t+t2)+1<] t, KeR.

22
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12.

Imponiendo finalmente la condicién inicial obtenemos

2(log(%>—l—K> :O:>K:—log<%>.

Por consiguiente, la solucién buscada es

x(t) = tlog (%) :

(c) La solucién general de la ecuaciéon homogénea es
xy(t) = Ces™Mt) | C eR.

Si variamos la constante y ensayamos en la ecuacién completa con
x(t) = C(t) eseM") obtenemos

(C' + Ccosh(t)) psenh(t) _ C cosh(t) gsenh(t) | senh()
=C'=1=C(t)=t+K, KeR.
Por tanto
x(t) = (t+K) e, KeR.

Al imponer finalmente x(0) = 1 obtenemos K = 1y, en consecuen-
cia, la tinica solucién de nuestro problema de valores iniciales es

x(t) = (t+ 1) e%enh(®)

Sean 4,b : R — R funciones continuas tales que a(t) > ¢ > 0 para
todot € Ry
lim b(t) =0.

t—o00
Demuestra que todas las soluciones de la ecuacién diferencial
x'= —a(t)x +b(t)

tienden a cero cuando t — oo. (Indicacion: usa la regla de L'Hopital
en el segundo término de la férmula de variacién de las constantes).
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13.

Solucién : Resolvemos en primer lugar la ecuacion homogénea, x’ =
—a(t)x, obteniendo

x(t) = Ce fo®O)4  ceR.

Variando ahora la constante, es decir, asumiendo C = C(t), conclui-
mos que la solucion general de la ecuacion lineal X' = —a(t)x + b(t)
es

x(t) = xpe Jig @(s)ds (/tb(S) el 2() d7 ds) o iy ae)ds

fo

donde hemos asumido x(fp) = x¢ con ty y x¢ arbitrarios.

Estudiamos en primer lugar el limite en infinito del primer término

de la solucién:
_ t
} < |xg| lim {e ffOCdS}
t—oo

= |xo tlirgo {e‘c(t_tO)} =0.

0 < lim {’xo ¢ Jip a(s)ds
t—o0

Para el segundo término obtenemos

ftto b(S) eftso a(t)dt ds b(t) effto a(s)ds

b0 plig @(s) ds = | a(t) e Jt a(s)ds

ya que lim; o {b(t)} =0y ﬁ) < L paratodot € R. Obsérvese

que hemos utilizado la regla de L'Hopital y el teorema fundamen-
tal del calculo para resolver la eventual indeterminacién en el limite
anterior.

Resuelve las siguientes ecuaciones diferenciales de Bernoulli:

(a) 3tx' —2x = i—i

(b) x’ =etx” +2x

24
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(C) y/ —f—% — log(x) y2

X

Solucion : (a) Dividiendo la ecuacién por 3¢, t # 0, obtenemos
X ——x=—=x -. (1.4)

Multiplicando ahora la ecuacién (1.4) por x? llegamos a

2 2
2./ 3
XX — —x7 = —,
3t 3
que es equivalente a la ecuacion
2. £
Z/ — ?Z = g (15)

via el cambio de variable z = *%-. La solucién general de la ecuacién
(1.5) es

t
—2( =
z(t) =t <3+C>, CeR,
luego deshaciendo el cambio de variable obtenemos

x(t) = (P+CH)35, CeR.

(b) Multiplicando la ecuacién por x~7 obtenemos x~7x’ = ef + 2x7°.

Planteamos el cambio de variable z = %x‘f’, en cuyo caso la ecuaciéon

anterior se puede reformular del siguiente modo:
7 +12z = —¢".

La solucién general de esta ecuacion es

1
z(t) = —EetJrCe_m, C eR.

Deshaciendo el cambio de variable obtenemos

1
6 6
x(t) <Ce 13 e , Ce
(c) Multiplicando la ecuacién por y~—2 obtenemos y 2y’ = Ing(x) — xly
Planteamos el cambio de variable z = —%, en cuyo caso la ecuacién
anterior se puede reformular del siguiente modo:
- + log(x) .

X X
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14.

La solucién general de esta ecuacion es
z(x) =Cx—log(x)—1, CeR.

Deshaciendo el cambio de variable obtenemos

(V) = 1ot
Y= 1+log(x) — Cx’

CelR.

Resuelve las siguientes ecuaciones diferenciales de Riccati usando la
solucién particular proporcionada:

@y =y*—xy+1, yp(x)=x
b y=x*—y> yx)=1-1

Solucién : (a) Efectuamos el cambio de funcién incégnita

1
REEEE

de modo que

(Y yao
e ) -

o, equivalentemente,

w = —xu—1

que es una ecuacioén diferencial lineal de primer orden cuya solucién
general es

X2 x2
u(x) = (C—/ede> ez, CeR.

Deshaciendo el cambio de variable concluimos que la solucién de la
ecuacién de Riccati de partida es

X2 x2 _1
y(x):x+eZ<C—/e2dx) , CeR.
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(b) Efectuamos el cambio de funcién incégnita
M(X) = — ’
y(x) =1+

de modo que

oy, 01 2 1, 12
2 \u) TV TtV TeT e
--C 1_i>2 G a=—m-21-h)]
Cxr \u o x a2
0, equivalentemente,
u’:1+g(1—1)u
X X

que es una ecuacion diferencial lineal de primer orden cuya solucién
general es

u(x) :x2<Ce§—|—%>, C eR.

Deshaciendo el cambio de variable concluimos que la solucién de la
ecuacién de Riccati de partida es

1 1
y(x):ﬁ<x—1+ 1), CeR.

Ce % + 5
[ |
15. Se considera la ecuacién diferencial de Riccati
1
y = z+ﬁ. (1.6)

a2
(a) Busca una solucién particular de la forma y = x* con o € R.

(b) Encuentra la solucién que cumple y(1) = 2 y calcula, si es po-
sible, el limite cuando x — oo de dicha solucién.

Solucién : (a) La funcién y = x* resuelve la ecuacién diferencial (1.6)
si y solamente si

chtxfl — _x72 _ x(xfl + xZ(xl
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16.

luego ha de ser o« = —1.

(b) Para la solucién particular encontrada en (a), yo(x) = %, conside-
ramos el cambio de funcién incégnita
u(x) = __ (1.7)
Coy() -l '

Entonces
u 1\ p 1 2 Y
T (‘) VTR TY TR
1 1\2 1,1 1 1,1 1
-Gl -2+ -10 D),
u x x\u X u\u x
luego resolver el problema de valores iniciales asociado a (1.6) con

dato inicial y(1) = 2 equivale a resolver la siguiente ecuacién dife-
rencial lineal de primer orden

W+t =1
x

con dato inicial #(1) = 1. La (tnica) solucion de este tltimo proble-
ma se puede calcular facilmente, obteniéndose

-3

Por tanto, deshaciendo el cambio de variable (1.7) llegamos a la so-
lucién del problema de Riccati de partida:

a2
Sxx>'

x2+3
]/(x):m-

Finalmente, por la propia definicién de solucién de un problema de
valores iniciales concluimos que en nuestro caso no se puede tomar
1fm, o y(x) porque y(x) tiene una asintota en x = /3.

Resuelve las siguientes ecuaciones diferenciales usando el método
que convenga en cada caso:

(a) 3ef tan(x) + (2 — e) sec(x)?x’ =0

28
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(b) (3t2x+x3)x' +2t3 =0

(©) xy' +y = y*log(x)

(d) tcos(t+ x)+sen(t+x) +tcos(t+x)x' =0
(e) (Btx+x2) + (Btx+t2)x' =0

(f) txcos(tx) + sen(tx) + (t2 cos(tx) +e*)x' =0
(g) 3x +3efxi +tx' =0

(h) ¥ =

B ¥ = yiegtiry—s

() y' =1+

() ' = (log(y) — log(x))
() xy +y = 2x

(m) y' = log(x¥)

Solucién : (a) Variables separadas: x(t) = arctan [W] CeR

2 2
3t2x+x3 3(x/t)+(x/t)3
viene dada por la siguiente relacién implicita”:

(b) Homogénea: x' = — . La solucién general

(x + )3 (x* + 322 + 2tY) = C(x +2t)3, CeR.

log( )

(c) Bernoulli: y' + £ = y2. La soluci6n general es®

1

y(x) = Cx+log(x)+1"7 ceR.

"El siguiente célculo es ttil:

/ udu /
Az i2 2 02+3v+2

= % (/vi—vl/zj—vZ) = %(log(erl)flog(erZ)).

1°g = se resuelve por partes

8La integral [
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(d) Exacta con
P(t,x) =tcos(t+x)+sen(t+x), Q(t x)=tcos(t+x).

En efecto,

P e
ol cos(t+x) —tsen(t+x) = PR

La solucién general viene dada por’
C
x(t) = arcsen (?> —t, CeR.

2 3 2 . 2
—ggi’; = —%. La solucién general

viene dada por la siguiente relacién implicita:

(e) Homogénea: x' =

(f) Exacta con
P(t,x) = txcos(tx) +sen(tx), Q(t x) = t>cos(tx) +e*.

En efecto,

or 5 ~aQ
Frie 2t cos(tx) — txsen(tx) = 3t

La solucién general viene dada por la siguiente relacién implicita!?:
e +t*cos(tx) =C, CER.

3et

(g) Bernoulli: Para ¢ # 0 se tiene que x" + % X = —°F x3. La solucién

general es
x(t) =

(h) Haciendo el cambio de variable u = x + t obtenemos la siguiente
ecuacion diferencial equivalente:

(C—et

t ){ CeR.

9 [tcos(t+ x)dt = tsen(t+ x) + cos(t + x) por partes
101 tcos(tx) dt = Lsen(tx) + % cos(tx) por partes

30



Métodos elementales 31

que es una ecuacién en variables separadas cuya solucién general es
u—log(lu+1))=C+t, Ce R.

Deshaciendo finalmente el cambio de variable obtenemos la siguien-
te expresion implicita para la solucion:

x=log(|lx+t+1)+C, Ce R.

(i) Exactacon P(x,y) = —yy Q(x,y) = 2ylog(y) + v — x. En efecto,
oP _ . _0Q

dy ox
La solucién general viene dada por
y(x) =y(ylog(ly]) —x) =C, CeR.

(j) Variables separadas: Integrando en los dos miembros con respecto
a x obtenemos

y(x):x-l—%ez"-l—C, Ce R.

(k) Homogénea: ' = Zlog (%) La solucién general viene dada por
la siguiente expresion:

y(x) = xetl, CeR.

(1) Lineal de primer orden: Si x # 0 se tiene y’ + % = 2. La solucién
general de la correspondiente ecuacién homogénea es

yp(x) = %, CeR.

Usando el método de variacién de las constantes encontramos que
la solucién general de la ecuaciéon completa es

C
y(x):x—i—;, CeR.

(m) Variables separadas: - log(x), de donde
p Y &

y(x) = Cexos-1) | CeR.

En particular, esta ecuaciéon admite la solucién trivial y = 0.
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17. Decide de forma razonada si las siguientes afirmaciones son verda-

deras o falsas:

(a) Una solucioén del problema de valores iniciales

X' =x2 12
x(1) =2

definida en un intervalo abierto que contenga a [1, 2] satisface
x(2) =1.

(b) La ecuacién de Riccati y' + y + y* +¢* = 0 se transforma en
una ecuacion diferencial lineal de orden dos,

2" +a(x)Z +b(x)z+c(x) =0,
mediante el cambio de variable y = Z;/

(Septiembre 2003)

Solucién : (a) FALSA. Claramente x' > 0, por lo que cualquier solu-
cion es creciente y si ha de satisfacer x(1) = 2 no puede ser x(2) =1,
ya que en ese caso decreceria.

(b) VERDADERA. Derivando el cambio de variable obtenemos

2
;L Z// Z/
Y= z )’
luego la ecuacion resultante en la nueva funcién incégnita z(x) es
' +7 +ez2=0,

que es lineal de segundo orden.
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CAPITULO 2

La ecuacion lineal I: aspectos
tedricos sobre la existencia y

unicidad de solucion y matrices

fundamentales

Se considera la ecuacién diferencial
x' = F(t,x), (2.1)

donde F : R x RN — RN es una funcién continua que satisface:

(a) Para cualquier (tp,xp) € R x RN existe una tinica solucién x :
R — RN del problema de valores iniciales constituido por la
ecuacion diferencial (2.1) y la condicién inicial x(tg) = xp.

(b) El conjunto de todas las soluciones de la ecuacién (2.1) defini-
das en R es un espacio vectorial real.

Demuestra que (2.1) es una ecuacién lineal homogénea.

Solucion : Se trata de probar que, bajo las condiciones (a) y (b), el se-
gundo miembro de la ecuacién diferencial (2.1) ha de ser de la forma

F(t,x) = a(t)x

para alguna funcién a : R — R continua. La condicién (a) es necesa-
ria para que (2.1) sea lineal. De (b) se deduce que si x1(t) y x2(f) son
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soluciones de (2.1), entonces cualquier combinacién lineal de las mis-
mas, léase A1x1(t) + Ax2(t) para cualesquiera A1, A, € R, también lo
es. Por tanto

F(t, Alxl(t) + AzXz(t)) = (/\1x1(t) + AzXz(t))/
= A x)(8) + Aaxh () = A F(t,x1) + AF(t, x2),

de lo cual se deduce que F(t, x) ha de ser lineal en la segunda varia-
ble, luego F(t,x) = a(t)x.

2. Se considera el problema de valores iniciales
tx' = A(t)x, x(0)=x9, te(0,00), (2.2)

donde o € (0,1), A: R — My(R) es continua y xg € RN. Por una
solucién de (2.2) entenderemos una funcion

x € C([0,00), RN) N CL((0, 0), RN)
que satisface la condicion inicial y la ecuacién diferencial en (0, 00).

(a) ¢Sepuede aplicar el teorema de existencia y unicidad conocido
para la ecuacién diferencial lineal?

(b) Prueba que (2.2) es equivalente a encontrar una funcién x €
C([0,00), RN) que satisfaga
t
x(t) = xg —|—/ s PA(s)x(s)ds, te(0,00). (2.3)
0

(c) Define la sucesion de iterantes de Picard asociada a (2.3) y prue-
ba que converge uniformemente en compactos de [0, co) hacia
una funcién p(t) € C([0,00), RN).

(d) Prueba que p(t) es solucién de (2.3), justificando de modo rigu-
roso el paso al limite en la integral.

(e) Demuestra que la solucién de (2.2) es tnica.

(f) Construye un problema de valores iniciales del tipo (2.2) cuya
solucién no pertenezca a C!([0, 00), RN).
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(Febrero 1990)

Solucién : (a) En general NO. La ecuacién puede reescribirse como
x" = B(t)x con B(t) = Atﬁf) , funcién que no podemos garantizar que
sea continua en t = 0. Por tanto, no se puede aplicar el teorema de

existencia y unicidad para ecuaciones lineales.

(b) De la formulacién diferencial (2.2) se pasa a la formulacién inte-
gral (2.3) sin mds que integrar prudentemente la ecuaciéon entre 0 y ¢.
Sean x(t) una solucion de (2.2) y ¢ > 0. Entonces

x(t) —x(e) = /: x'(s)ds = /Et Asgs)x(s) ds,

luego
x(t) = x(e) + /Et %x(s) ds.

Comprobemos que

t t
lim A(S)x(s) ds:/ A(S)x(s) ds.
e—0Je 89 0o s?

Para ello demostraremos que la diferencia

/Ot igs)x(s) ds — /; Asgs)x(s) ds = /(: Asgs)x(s) ds (2.4)

S

tiende a cero cuando ¢ — 0. En efecto,

[ A opa < [ LA,

S(T

e M
SM/s“ds:—s 9 -0 cuandoe — 0,
0 1—-0

de donde se desprende (2.4).

El enunciado reciproco se comprueba derivando prudentemente la ecua-
cién integral (2.3). Supongamos para ello que x(t) es una solucién de
(2.3), es decir, x € C([0, 00), RN) tal que

Als) x(s)ds.

x(t):xo—l—/ot
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En primer lugar, por la continuidad de x(t) en 0 es inmediato com-
probar que se recupera la condicién inicial x(0) = xg. Por otro lado,
sit > 0 se tiene

FA(s)
x(t) = xo +/ S—ax(s) ds
0 fo A(s) EA(s)
= xg +/O S—Ux(s) ds + /to S—Ux(s) ds

:C—i—/tt Asgs)x(s)ds,

donde

_ [ Als)
C—/O < x(s)ds € R.

Finalmente, como la funcién ¢ +— %x(t) es continua en (0, co) po-

demos aplicar el teorema fundamental del cdlculo para concluir que

v() = A0

x(t), te€(0,00).

(c) Definimos la sucesion de iterantes de Picard de la siguiente forma:

Als)

t
xo(f) =x0, xp11(f) = x0 —l—/o Xn(s)ds.

Veamos que la definicién recursiva de la sucesion de iterantes tiene
sentido:

» En primer lugar, es obvio que la funcién x((t) estd bien defini-
da.

» Supongamos entonces que x,(t) esta bien definida y es conti-
nua en [0, t| y comprobemos que x,1(t) también estd bien de-
finida y es continua en [0, t]. La correcta definicion de x;,41 (¢)
es consecuencia de que A(s) y x,(s) son acotadas en [0, t] (por
ser continuas) y de que s~ ¢ es integrable en [0, t] (por ser 0 <

o < 1), de donde se deduce que el producto de las tres funcio-
A(s)
S(T

x(s), es integrable en [0, t]. Ademas, la funcion

t— /Ot A(S>xn(s) ds

SU

nes,

es continua, luego todas las iterantes x, : [0, 00) — RN estan
bien definidas y son continuas.
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Estudiamos a continuacién la convergencia uniforme de la sucesiéon
de iterantes de Picard sobre compactos [0, T| de [0, co0). Aplicando el
principio de induccién se puede demostrar facilmente que

x Mn+1
w0l < (n +H1())!H(1 —Tcr)”+1 i @)

para todo t € [0, T], donde hemos denotado

Mr = max {| A1)}

41 (2) =

En efecto, si evaluamos en primer lugar las dos primeras diferencias,
x1(t) — xo(t) y x2(t) — x1(t), ya podemos intuir que la cota que apa-
rece en el segundo miembro de (2.5) es la adecuada:

a0 =m0 = | [ £ 50

th‘
1-—

A
eatt) ~ma()l < [ 1AMy 6) — (5 s
< HxOHM%/ §1-20 3o — 0] M7 2(1-0)
0

t
< ||x0||MT/ ~%ds = ||xo|| M7

~ 1-o0 2(1—0)2
Supongamos entonces cierta la siguiente estimacion (hip6tesis de in-
duccion):
X0 M _
J3(6) = 51 (9] < AL o,

o)

Entonces
xne1(t) — x, ()] < /Ot ”AS(¢||X;1(S) — xp—1(s)] ds

1
< on” M¥+ tn(l—(r) /t Sn—(n+1)0 ds
— nl(1—o)" 0

1
2o || M7 (n+1)(1—0)
~ (n+D!1(1—o)rtt '
k
,!,’Eol”fc\f)],; tk1-9) es convergente!, se puede aplicar

1En efecto, se fuede comprobar facilmente que

Como la serie 32,

k 1
0 ||x0H MTk k(1-0) _ HXOHeMlth
& k(1 —0)
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el criterio de Weierstrass para concluir que la serie
o
x0(0)+ 3 (wa ()~ x(0) 26)
k=0

y, por consiguiente, la sucesién de sumas parciales

(0} = {20+ (500 -50)}

convergen absoluta y uniformemente en [0, T|. Finalmente, como las
iterantes x, (f) son todas continuas (lo cual se comprob¢é previamen-
te) el limite uniforme de (2.6) ha de ser una funcién p(t) continua
en [0, T|. Ademds, como T es arbitrario y por tanto p(t) es continua
sobre cualquier compacto [0, T], 1o ha de ser también en todo el do-
minio [0, 00). Luego p € C([0, o), RN).

(d) Para t > 0 fijo tomamos el limite puntual # — oo en la ecuacién
integral

i1 (t) = x0 + /O t Asf)xn (s) ds

de modo que

n—oo

p(t) = xo + lim {/Ot Asf)xn(s) ds}.

Para concluir comprobamos que la diferencia

D(t) = H/Ot Asgs)xn(s) ds_/ot%p(s) s
= | [ 29 ey (5) — o) 5

converge hacia cero. En efecto,

0<D(t) < /Ot ”AS(%)”HM(S) —p(s)]lds

tl*O‘

< ma - ix || A
< max |lxu(s) — p(s)|| max lA()|
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de donde se deduce lo pretendido en virtud de la convergencia uni-
forme de {x, } hacia p en [0, ] (cf. apartado (c)). Entonces

{2} - [

por lo que podemos concluir que p(t) resuelve la ecuacién integral
(2.3).

(e) Comprobaremos que la ecuacién (2.3) admite una tinica solucién.
Supongamos para ello que pi(t) y p2(t) son dos soluciones de

EA(s)

que satisfacen la condicioén inicial p1(0) = pp(0) = x¢. Demostrare-
mos que

J={te0,00):pi(t) = pa()} =[0,00) =1,  (27)
para lo cual haremos uso de la siguiente

Proposiciéon 1. Sean I C R conexo y | un subconjunto no vacio de
I que es simultdneamente abierto y cerrado relativo a I. Entonces

=1

Por tanto, hemos de demostrar que el conjunto | definido en (2.7) es
no vacio, abierto y cerrado relativo a [0, o).

= Que | contiene algtn elemento es evidente, ya que al menos
0 € J porque p1(0) = p2(0) = xo.

s También es inmediato concluir que | es un cerrado relativoa I,
ya que el conjunto de puntos en que coinciden dos funciones
continuas es cerrado.

» Comprobaremos para acabar que | es un abierto relativoa I o,
lo que es lo mismo, que cualquier punto fy € | es interior a J.
Dicho de otro modo, demostraremos que dado cualquier ty € |
existe ¢ > O parael que [ty — ¢, tg+ €] NI C J.

Evaluamos en primer lugar p1(t) y pa(t) en ty:

foA
tO —xo+/ S/

toA
to —X0+/ ds .
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Restando ambas expresiones obtenemos

o A(s)
SO'

0= pilto) = palte) = [ S 2p1(s) — pa(s)) s,

de donde se deduce que

/Oto A(S)pl(s) ds = /Oto A(S)pz(s) ds.

S(T

Podemos escribir entonces
to A(s tA(s
p1(t) = xo+/ #pl(s) ds+/ #pl(s) ds,
0 s tg S
to A(s tA(s
pa(t) = xo—i—/o SLU)m(s)ds—i—/t %m(s) ds .
0

Restando nuevamente ambas expresiones obtenemos

oi(t) = 2(t) = [ 2 (o1 (5) — pa(s)) s

to S°
paratodot € [ty — ¢, tp + €] N[0, 00). Sea ahora
TE [tg—¢to+¢€/ N0, 00)

tal que
lp1(8) = p2(B)[| < [lp2(7) = p2(7)]]

paratodo t € [tg —¢,tp+ €] N[0, 00). Obsérvese que tal T existe
porque la funcién

t—lp1(t) — pa(t) |

es continua. Entonces

() =) < [ a(s) = ot s
(bo+e)to—t7°

1—0

< |lp1(1) — p2(7T)|| Me(to)

4

donde hemos denotado

Mi(to) = mix {[AG)]}.
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Luego

(to+e) o —t;C
1-o0

[p1(T) — p2(T) | (1 — M(to) ) <0. (2.8

Si elegimos ¢ suficientemente pequefio, por ejemplo

, e o\
& < min tO, m+t0 —to ,
£

en particular se tiene que

(to+)' =" — 1

Me(to) 1—o0

<1,

por lo que s6lo puede ser ||p1(7) — pa(7)|| = O para que se
satisfaga (2.8). Consecuentemente

lo1(t) = p2(t)|| =0 Vi€ [to—e to+€ N[0, 00)
0, lo que es lo mismo,
[to— ¢, to+¢e|N[0,00) C T
lo cual concluye la prueba.

(f) Considérese por ejemplo el siguiente problema de valores inicia-
les unidimensional (N = 1):

Obsérvese que hemos elegido o = 1, A(t) = 3y xo = 1. La tnica

solucion de este problema es x(f) = eV!, de modo que x'(t) = -1~ eVt

2Vt

sit > 0. Observamos, por tanto, que x(t) no es derivable en t = 0.
[

3. Sea ® : I — My(R) tal que ® € C!(I). Demuestra que una condi-
cién necesaria y suficiente para que @ sea matriz fundamental de un
sistema del tipo x’ = A(t)x, con A : [ — My(R) continua, es

det(®(t)) #0 Vtiel.
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Solucién : Es evidente que det(®(t)) # 0Vt € I es una condicién ne-
cesaria por la propia definicién de matriz fundamental. Para ver que
también es suficiente basta con comprobar que @ es matriz soluciéon
de un sistema del tipo ' = A(t)x con A : I — My(R) continua,
es decir, que @'(t) = A(t)®(t). Témese entonces como matriz de
coeficientes de dicho sistema

A =o' (Ho() L,

que tiene sentido porque @ (t)~! existe para todo t € I en virtud de
la condicién det(®(t)) # 0y es continua en I porque ® € C(I).

Sea p € C!(R,R?). Demuestra que p es solucién de un sistema del
tipo x’ = A(t)x, con A : R — M;(R) continua, si y solamente si
p(t) = (0,0) Vt € Robien p(t) # (0,0) Vt € R.

Solucién : De izquierda a derecha: Sea ty € R tal que p(t9) = (0,0). Se
trata entonces de probar que ha de ser p(t) = 0 para todo t € R.
En efecto, las funciones p(t) y x(¢) = (0, 0) son ambas soluciones (la
primera de ellas por hipétesis) del problema de valores iniciales

x'=A(t)x, x(ty) = (0,0)

las cuales, por la propiedad de unicidad de solucién del mismo?, han
de ser iguales. Luego p(t) = 0.

De derecha a izquierda: Es evidente que p(t) = (0,0) es solucion de
x" = A(t)x. Supongamos entonces

p(t) = (p1(t), p2(t)) # (0,0) ViecR. (29)

Construimos la matriz
q)(i') _ ( pl(t) _pZ(t) ) ,

cuyo determinante es

det(®(t)) = p1(t)* +pa2(t)* #0 VteR

2Se trata de un problema de valores iniciales asociado a una ecuacién diferencial lineal

con coeficientes continuos, ya que por hipétesis A : R — M;(R) es continua
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gracias a (2.9). Por tanto, si @ (t) fuese una matriz solucién entonces

( p1(t) ) ( —p2(t) )

pa(t) )’ p(t)

serian soluciones linealmente independientes de x" = A(t)x. En par-
ticular, p(t) resolveria la ecuacion x’ = A(t)x y habriamos concluido.

Por tanto, buscamos que la matriz @ (t) resuelva una ecuacion del ti-
po @'(t) = A(t)®(t), para lo cual basta con calcular

Alt)=0'(Ho(t) ! =
< pi(t) —p5(t) > 1 < p1(t)  pa(t) >
py(t)  P1(t) ) pr(t)2+ pa(t)? p2(t) p1(t)
p1()p] () +oa(t)o5(t)  py(t ) 2(t)—p1(£)P5 (1)
_ ( )2+02(t)? pi(b)? +pz(t)2
p1(t ) h(t)—pa(t)py(t)  pa(t ) 5 (t)+p1 ()P (1)
()2+pz(t)2 () +02(t)2

Luego para esta eleccion de A(t) se tiene que p’ = A(t)p.

5. Se considera la matriz

3 1

0 €t g

o(t)=| t+1 0 e
1 0 O

Discute los valores de t para los que @ puede ser matriz fundamen-
tal de una ecuacioén diferencial lineal homogénea. Halla una matriz
fundamental principal en cero.

Solucién : Como det(®(t)) = 1 para todo t € R, ®(t) es matriz
fundamental de alguna ecuacién lineal homogénea para cualquier
t € R\ {—1} en virtud del Ejercicio 3.3

Para calcular una matriz fundamental principal en t = 0 usaremos
el siguiente resultado:

3La razén de excluir el punto t = —1 hay que buscarla en la correcta definicién del
dominio de la funcién HLl’ que interviene como coeficiente de la matriz @ (t)
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Proposicion 2. Sean @ () una matriz fundamental de x'(t) = A(#)x(¢)
y C € Mn(R) una matriz de coeficientes constantes con det(C) # 0.
Entonces

(i) @(t)C es una matriz fundamental de x’(t) = A(t)x(t).

(ii) SiW(t) es otra matriz fundamental de x'(t) = A(t)x(t), enton-
ces existe C € My (R) constante con det(C) # 0 tal que

Y(t) = d()C Vtel.

Basta entonces con considerar
V() =0()D1(0) VieR\{-1},
que es una matriz fundamental en virtud del resultado anterior. Ade-
mas
¥(0) = 0(0)0(0) = D(0)®(0) ! = Iy,

luego ¥ es una matriz fundamental principal en cero. Calculémosla:

11 0 0 1
01], @0 '=(1 -1 1 |.
00 0 1 -1

6. Se considera la matriz

(a) ¢Para qué intervalos de R puede ser ®(t) matriz fundamental
de una ecuacién diferencial lineal homogénea?
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(b) Construye dicha ecuacién.

Solucion : (a) Como

det(®(t)) = —sen (7—;) cos (71) ,

t

@ (t) serd matriz fundamental de una ecuacién lineal homogénea
T 1
Z# {kn, <k+§>7r} Vkez,
es decir, para cualquier
2 1
te U (5075
o7 \2k+ 17k

(b) Se ha de cumplir @’ (t) = A(t)®(t), luego para todo ¢ localizado
en algtin intervalo de los del apartado anterior se puede despejar

4si

A(t) = @'(Ho(H) ™

Por tanto, la ecuacion satisfecha por @(t) es

—7 cotan(%) 0 0
xX'(t) = 0 Ztan(F) 0 | x(t).
0 0 0

7. Sean

A= (%) 20 = o) )

dos soluciones de x’ = A(t)x. Se pide:

“Nuevamente en virtud del Ejercicio 3
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(a) Encontrar A(t) y determinar el conjunto I de valores de t para
los que existe solucion.

(b) Dado ty € I, hallar la matriz fundamental principal en t.

Solucion : (a) Claramente

—t
D(t) = ( CO:t(t) ccfs(t) )
es una matriz solucién cuyo determinante,
det(®(t)) = cos(t)?> — 1 = —sen(t)?,
se anula siy solamente si f = k7t conk € Z. Luego @ () es una matriz
fundamental si y solamente si t # k7, k € Z. En particular, si t # k7

existe @ (t)~1. En ese caso podemos despejar A(t) de la identidad
@'(t) = A(t)®(t), de donde concluimos que

[ —sen(t) —et 1 —cos(t) et
- et —sen(t) ) sen(t)2 et — cos(t)
( sen(t) cos(t)—1 cos(t)—sen(t) )
_ sen(t)2 et sen(t)?

_ef(sen(t)+cos(t)) sen(t)cos(t)+1
sen(t)? sen(t)?

paratodot € I =R\ 7Z.

(b) Calculamos
¥(t) = o (1@ (k)
[ cos(t) et 1 — cos(tp) et
- el cos(t) ) sen(t)? efo —cos(tg)
( et0=f—cos(tg) cos(t)  ef0 cos(t)—e~* cos(ty) )
_ sen(tg)? sen(tg)? ]

e'0 cos(t)—ef cos(ty) et ~f0—cos(ty) cos(t)

sen(tg)2 sen(tg)?
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8. Se considera el problema

x] = 2x1 + x2 + cos(t)
xh =3x1+4xy +t ’

Se pide:

(a) Comprobar que las funciones

an=( ) a0=(4m )

constituyen un sistema fundamental de soluciones.
(b) Comprobar la férmula de Jacobi-Liouville.

(c) Encontrar la (tinica) solucién que verifica las condiciones da-
das.

Solucion : (a) Por un lado es inmediato comprobar que fi(t) y f2(t)
son ambas soluciones del correspondiente sistema homogéneo

x] =2x1+ %
xh = 3x1 +4x

0, lo que es lo mismo, que
t 5t
et e
O(t) =
0=y 3o )

es una matriz solucién del siguiente sistema con coeficientes cons-
tantes:

x’l . 21 X1

x, )\ 3 4 xy )
Por otro lado, f1(t) y f2(t) son linealmente independientes ya que

det(® (1)) = det(fi(£)|f2(t)) = 4 £0 VieR.

Por consiguiente, fi(t) y f2(f) forman un sistema fundamental de
soluciones de nuestro problema.

(b) La féormula de Jacobi-Liouville establece la siguiente identidad
&
det(D(1)) = det(D (k) elto TAZAAE) s
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para cualquier matriz solucién @ (t)° y cualquier to € I fijo.
21
Alt) = ( 3 4 )

t 5t
(t) = ( S st ) (2.10)

e

En nuestro caso

tiene traza(A) =6y

es una matriz soluciéon (de hecho es una matriz fundamental) con
det(®(t)) = 2¢%. Entonces la férmula de Jacobi-Liouville es satisfe-
cha:

det(D(ty)) elio TaZA(A)ds _ 5 610 p6(1—to) — 2 o1 — det(D(t)).

(c) Buscamos en primer lugar una matriz fundamental principal en
cero, Y(t), para aplicar la férmula de variacién de las constantes:

x(t) =W(t)xg + V() /t‘y(s)_lb(s) ds,

fo

1 e e
donde en nuestro caso tp = 0, xg = ( 1 ) es la condicién inicial y

b(t) = < cost(t) ) es el vector de términos independientes del sis-

tema a resolver. Para ello consideramos la matriz fundamental @ (t)
de (2.10) y calculamos

Y(t) = D(H)D(0)7!
ol oot 3 1 1/ 3ot —eBt o5t _ ot
_<ef 365t)(—% %)_§<3et—3e5t 3@5t—et)'

Ademas, necesitamos calcular

- 1/ 3¢t —_p5t o5t _ pt
1
YT = 4 ( et — 3¢5 3Ot _ ) '

Finalmente

W(t)xo = ( j ) ,

ly(t)\y(s)—lb(s) _ 2(3etfs _ e5(tfs)> cos(s) — z(et—s _ e5(f*5))5

6<et_5 - e5(t_s)> cos(s) +2 <365(t_5) — et_s>s

°No es necesario que sea una matriz fundamental

48
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luego

t 3I1(t) — L(t) — I3(t) + La(t
x(t) = ( " ) +2 ( 311@() a 3128 —Iigtg +34I§()f) ) '

L(t) = /Ot e~ cos(s)ds = %(et + sen(t) — cos(t)),

t
L(t) = /0 %) cos(s) ds = 21—6(565t + sen(t) — 5cos(t))

t
Ig(t):/ setds=e —t—1,
0

Ly(¥) —/tseS(tS) ds = i(195t—5t—1)
B 25 '

Por consiguiente,

x(t) = Zet_%&H—%sen(t)—%COS(f)—i—%H-%
—\ 2ef — g™+ isen(t) — gz cos(f) + 3t + 32 )

9. Sea A:R — Mp(R) continua tal que existe M > 0 con
|A(H)]| <M VieR.

Sea x(t) una solucién de x’ = A(t)x.

(a) Dado A € R, obtén la ecuacién satisfecha por y, (t) = e Mx(t).

(b) Demuestra que la funcién ¢(t) = ||ya(t)||> es derivable y que

—(M+MNep(t) < -¢'(t) < (M—A)p(t) VteR.

(c) Deduce del apartado anterior la existencia de intervalos de va-
lores de A para los que el limite cuando t — oo de y,(t) es o
bien 0 o bien co.
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Solucion : (a) Claramente
yh=e M = Ax) = e MA()x — Aya = A(t)ya — Ay,
luego la ecuacion diferencial satisfecha por y, es

ya = [A(t) — AIN]ya - (2.11)

(b) Si denotamos por yg(t), 1 < j < N, alas componentes del vector
ya(t), el cuadrado de su norma puede escribirse como

o) =3 (i),

=1

luego la funcién ¢ es claramente derivable y

N . .
O'() =2 YA () (1) = 2{ya(t), ya(h)) -
=1
Usando entonces la ecuacién (2.11) obtenemos
S0 (1) = ya(H)T[A(E) — Alnlya(t) -
Por un lado

¢'(t) = () ABYA() = Ap(t) < (A ()T A YA()| - Ae(t)

< lyaNIIAByaA)[] — Ap(t)
< [[AB) lo(t) — Ap(t) < (M —=A)p(t).

1
2

Por otro lado

29/ (0)] < IO IIAD — Aty
< [A() = Alnlle(t) < S¢'(t).

Combinando ambas estimaciones obtenemos el resultado deseado.

(c) Por el apartado (b) sabemos que

SZ(M_A)/
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10.

de donde se concluye que
o(t) < C; M- > 0.

Por otra parte

luego
o(t) > Cre XMVt Cy > 0.

Combinando ambas estimaciones obtenemos
Por consiguiente:
» SiA e (M, o0)entonces lim; o {¢@(t)} = 0, luego

lim {[[y2(5)]} = 0.

» SiA € (—oo, —M) entonces lim;—,oo{@(t)} = oo, luego

lim {[y2(5)]]} = oo

Sea A : I — My(R) continua y consideremos las ecuaciones diferen-
ciales matriciales siguientes:

Y'(t) = A(t)Y(t), (2.12)
Z'(t) = —Z(t)A(t) (2.13)
g W/(t) = A(H)W(t) — W(t)A(t), (2.14)

donde I es un intervalo real.

(a) Demuestra que cada una de estas ecuaciones admite una tnica
solucion una vez prefijada una condicién inicial en tg € I.
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(b) Dadas Y y Z soluciones de (2.12) y (2.13), respectivamente, de-
finidas en I y verificando que Y(ty)Z(ty) = Iy, demuestra que
W = YZ es solucién de (2.14) y deduce que, para todo t € I, se
tiene que YZ = Iy.

(c) Supongamos que paracadat € I lamatriz A(t) es antisimétrica
pong quep
(A(t)T = —A(t)). Sea Y una solucién de (2.12) definida en I

que satisface que Y () es una matriz ortogonal. Demuestra que
entonces Y(t) es ortogonal para todo t € I.

Solucion : (a) Lo hacemos para la ecuacién (2.12), entendiendo que
para las otras dos el proceso es completamente andlogo. Sean

Y(t) = (Yij(t) 1<ijen,  A(t) = (aij(t))1<ij<n

de modo que
N . .
Yii(t) = Y ag(t)Yyj(t) V1<i,j<N.
k=1

Definimos el siguiente vector

Entonces el problema
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es equivalente a

X'(t) = B(t)X(t), X(tg) =Xo= : , (2.15)

Y1 (0)

Ynn(0)
con B : I — My2(R) continua definida como
B(t) = (Dyj(t)), Djj(t) = diag(a;j(t)) .

Por tanto, existe una tnica solucién del sistema lineal homogéneo
(2.15).

(b) Se tiene que

(YZ)'(t) =Y'(H)Z(t) + Y (£)Z'(¢)
= AB(YZ) (1) + Y (8)(=Z(t)A(t))
= AMM)(YZ)(t) = (YZ)()A(L),

luego W = YZ es solucién de (2.14). Consideramos ahora el proble-
ma de valores iniciales

W/(t) = A(H)W(t) = W(HA(t), W(t) = In,
cuya unica solucién es W(t) = Iy ya que en ese caso
W'(t) = Onxn = A(t) Iy — INA(L) -

Como por hipétesis Y(t9)Z(ty) = Iy, se tiene que Y(t)Z(t) = Iy
para todo t € I por un argumento de unicidad de solucién.

(c) Trasponiendo la ecuacién (2.12) obtenemos
YT =y(O)TAN)T = =Y()TA(H),
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por lo que podemos concluir que si Y es solucién de (2.12) entonces
YT es solucion de (2.13). Como ademads Y (ty) es ortogonal se tiene
que Y(tg)Y(tg)T = Iy, por lo que podemos aplicar los enunciados
(a) y (b) para concluir que, en particular,

YY) =1y Viel

0, lo que es lo mismo, que Y (t) es ortogonal para todo t € I.

11. Discute razonadamente si las siguientes afirmaciones son verdade-
ras o falsas:

(a) La matriz

o) = ( sei(t) Sefi(t) )

es matriz fundamental de un sistema lineal x’ = A(#)x con A()
continua y definida en R.

(Septiembre 2003)
(b) Se considera la ecuacién

X" —2tx' + (2 —1)x = 0. (2.16)

2
El cambio de variable x(t) = 7 u(t) reduce la ecuacién (2.16) a
una lineal de segundo orden con coeficientes constantes.

(Septiembre 2003)

(c) Las funciones

x(1) :/01 sen(f +s2)ds, y(f) =/01 cos (£ + ) ds

forman un sistema fundamental de soluciones de la ecuacion
X" +42x = 0.

(Diciembre 2002)
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Solucién : (a) FALSA. Como det(®(t)) = 1 —sen(t)?> = cos(t)?, la
matriz @ (t) sélo podré ser matriz fundamental de x’ = A(t)x si

- (%Jrk)n, kez.

(b) VERDADERA. Se tiene que

N

t

x'(t) = ez (tu(t) +u'(t)),
x(t) = o (FPu(t) + 2t (t) +u(t) +u"(1)),

por lo que reescrita en términos de la nueva funcién incégnita u(t)
la ecuacién resultante es

— 2 (2 / "
0=e" (t u(t) + 2t () + u(t) + u (t))
2 2 2
~2te'r (tu(t) + u’(t)> FeT(2—Du(t) =eTu(t),
de donde deducimos que la ecuacién original se reduce a
u" =0,

que es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden con coefi-
cientes constantes.

(c) FALSA. Basta con comprobar que ni siquiera son soluciones:
1
x'(t) = Zt/ cos(t? + %) ds = 2ty(t),
0
1 1
X'(t) = 2/ cos(t? +s%) ds — 4t2/ sen(t* + s%) ds
0 0
=2(y(t) — 28x(1)),

1

y'(t) = —Zt/ sen(t? 4 s%) ds = —2tx(t),
0

1 1
y'(t) = —2/ sen(t? 4 %) ds — 4t2/ cos(t* + %) ds
0 0
= —2(x(t) + 2y (1))
Por tanto,

X'+ 4Py =2y #0, y'+4Py=-2x#0.
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CAPITULO 3

La ecuacion lineal II: forma
canodnica de Jordan, exponencial
de una matriz y f6rmula de
variacion de las constantes

1. Resuelve las siguientes ecuaciones diferenciales lineales:

-6 -3 14 0

(@) x' = 4 3 -8 |x+ 0 ,
-2 -1 5 sen(t)
10 4 13 t

(b) x' = 5 3 7 |x+( 0],
-9 —4 12 0

;L 35 et
() ¥ = ( 53 )t o )~

6 —6 5
d x¥=| 14 -13 10 |«x.
7 -6 4

Obtén ademas las soluciones de los problemas de valores iniciales
correspondientes a los sistemas (b) y (c) con condiciones iniciales

x(O)(g) y x(O):((l)),

respectivamente.
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Solucién : (a) Escribimos x’ = A(t)x + b(t) con

-6 -3 14 0
A= 4 3 =8|, bit)= 0
-2 -1 5 sen(t)

Como A(t) = A tiene coeficientes constantes, podemos obtener ex-
plicitamente una matriz fundamental de la ecuacién homogénea y
asi resolver la ecuacién completa mediante la férmula de variaciéon
de las constantes. Los valores propios de Ason A} =1, A = -1y
A3 = 2 con subespacios propios asociados

2 4 5
E1=< 0 >, E2=< -2 >, E3:< —4 >,
1 1 2

respectivamente. Por tanto, la matriz A es diagonalizable y satisface
que A = PDP~! con

2 4 5
P=|0 -2 —4 |,
1 1 2
1 00
D=|0 -1 0|,
0 0 2
o 5 1
p1— 2 1 _4
I
3 3 3
Entonces
O (t) = et = pePip~!
2 4 5 ! 0 0o 1 1
=10 —2 —4 0 et %%_3
1 1 2 0 0 e* -+ i 2
%e—t_%ezt %e—t+et_%eZt _%e—t+zet+13_oezt
— —ge_t+%ezt _%e—t+%62t §€—t_§eZt
%e—t_%EZt %e—t+%et_562t %e—t+et+4€2t
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es una matriz fundamental (principal en t = 0) de la ecuacién homo-
génea. Por consiguiente, si asumimos x(0) = x( se tiene

t
x(t) = ety +/ e2(=9)(0,0,sen(s)) ds
0

%e _%e% %e—t_l_et_ger _13_6€—t_|_2et+§62t
_ _%le—t_i_%eZt _%e—t_i_%ezt %e—t_geZt X0
20—t 2792t 1 ,-F 1.t 2 2t 45—t £ 4,2t
38 —ge 66 +§€—§€ —36 +e +3€
, _%ef(tfs)_i_zetfs_’_%eZ(tfs)
+/ 8 e(t=s) — 8 o2(t=s) sen(s) ds
0 _%e—(t—s)+et—s+%62(t—s)
Set— 2%  Zelyef—32eH —Loetynel 4 106
_ _%e—t+% 2t 1=t 42 8 p—t _ 8,2t X0
20—t 2702t 1 ,—F | 1.t 2 2t 47—t £ 4,2t
ze ze g€ *Tsxe ze e "+e +3e
le7t(e! —1)2(16 + 5e¢t)
+ 48_t(€3t+et 2)

(b) Escribimos x” = A(t)x + b(t) con

10 4 13 t
At) = 5 3 71, b()=1{ 0
-9 —4 -12 0
Procediendo como en (a), los valores propios de A son A; = 1 (doble)
y A2 = —1, con subespacios propios asociados
1 2
E1:Ker[A—I]:< 1 >, EzzKer[A+I]:< 1 >,
-1 -2
respectivamente. La forma canénica de Jordan de la matriz A es en-
tonces
10 0
J=(11 0
0 0 -1

Para encontrar la matriz de paso P que satisface eA! = Pe/!P~! cal-
culamos
1 0
Ker[(A —1)%] = < -2 1,[ -3 > :
0 1
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Elegimos entonces un vector
Py € Ker[(A — I)?] \ Ker[A — ],

por ejemplo (1,—2,0)7, como primera columna de P. La segunda
columna de P, llamémosla P,, viene dada por

1
Pb=(A-DP=| 1
—1

Finalmente elegimos P; € Ker[A + I] como tercera columna de P,

por ejemplo
2
P = 1.
-2

Por consiguiente

1 1 2 1 0 1
p=|-2 1 1|, P'=| 4 2 5
0 -1 -2 -2 -1 -3
Para calcular la matriz exponencial de Jt consideramos la siguiente
descomposicién
10 O 000
J={01 O0]+{(100O0],
00 -1 000
de modo que
e 0 0 100 et 0 0
dl=10 ¢ 0 t 10 | =t e 0
0 0 e 0 01 0 0 ¢

Luego

et =1 (t+2)ef —2¢e7t 2ef —e7t  (t+3)el —3e!

(t+5)ef —4e™t 2(ef —e7t) (t+6)el —6e!
At
et — (t+4)et 2(e7t—ef) 6e7t — (t+5)e
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Empleando la férmula de variacién de las constantes con x(fy) =
xp = (x},x3, x3)T obtenemos finalmente

!
x(t) = eAltoy +/ e (5,0,0)7 ds
to

(t—to+5)el o —defo=t 2(ef~to —elo=t)  (f — g+ 6)el 7o — pelo!
(t—tg+2)el 7o —2efo=t  Det~to —plo=t  (f — 5 4 3)el 7o — Belo~t | x,
4eto=t — (+ —ty + 4) =t 2(elo=t —et=t0) pelo=t — (t —ty 4 5)el~to

s[(t —s+5)el ™5 — 451
+/ t—s+2) s_ 21 | ds
fo 4€S P (t—s+4)et]

(t —to+2)el 7o —2efo=t  et~to —plo=t  ( — 5 4 3)el~to — Belo~!
deto=t — (t —tg+4)et 7t 2(efo~t —ef=t0) gelo~t — (+ — ty 4 5)ef o
((bo+1)t+3tg+3 —t3)el o — 4(1 — tg)efo~t — 8t +1
+ ((to+ 1)t —t3)e! o +2(tg — 1)elo! — 3t +2
(82— (t+2)tg —t —2)e! 0o+ 4(1 —tg)efo~t + 7t — 2

( (t—tg+5)el o — gefot 2(et*t0 —elo™t) (t—tg+6)e o — pelot )
X0

Resolviendo para el dato inicial x(0) = (0,0, 1)T obtenemos

(t+5)et —de ! 2(eh—et) (t+6)e! —6e! 0
x(t)((t+2)t26t 2¢t — et (t+3)t3€t) (O)
et — (t+4)et 2(et —el) 6e7f — (t+5)et 1

(t+3)ef —4e ! —8t+1
+ tet —2e~t —3t42
2

—(t+2)et +4e P+ 7t —

(2t +9)et —10e~! — 8t + 1
= (2t +3)et —5e~ " —3t+2 :
2

—(2t+7)e! +10et + 7t —
(c) En este caso

35 01
]_A_<_5 3)—312+5M, M_<_1 0).

Es facilmente comprobable que
M = —I,, M*=(-1"M, necN.
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Por tanto, una matriz fundamental de nuestra ecuaciéon diferencial
es

eJt = BthotM — p3tp5IM _ 31 < cos(5t) I, + sen(5t)M>
_ G cos(5t)  sen(5t)
- —sen(5t) cos(5t) ) -

Aplicando la férmula de variacién de las constantes con x(tg) =

xp = (x},x3)T obtenemos

t
x() = A0y + [ AU (e, 0)T ds
to
_ Alt—t) ( cos(5(t —tg)) sen(5(t—tg)) ) Xg

—sen(5(t —ty)) cos(5(t—tp))
t e3t—4s (5(t _ S))
(e )
_ 3(t—ty) [ cos(5(t—to)) sen(5(t—tg)
=€ ( —sen(5(t—ty)) cos(5(t— to)

1 [ &(5sin(5t) + 4 cos
41 \ €% (5cos(5t) —4sen

— —

)
t)) —4
5t)) -5 ) °
Resolviendo finalmente para el dato inicial x(0) = (0, 1)T obtenemos
() = cos(5t) sen(5t) 0) _ ( ¢'sen(5t)
—sen(5t) cos(5t) 1 e cos(5t) )
(d) Escribimos x" = A(t)x con

6 —6 5
A)=| 14 —13 10 | .
7 —6 4

El tnico valor propio de A es A = —1 (triple), que tiene como subes-
pacio propio asociado

e {(3)(3)

La forma candnica de Jordan de la matriz A es entonces

~1 0 0
J= 1 -1 0.
0 0 -1
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Para encontrar la matriz de paso P que satisface eA! = Pe/!P~1 ob-
servamos que Ker[(A + I)?] = R3. Elegimos

Py € Ker[(A +1)?] \ Ker[A — ],

por ejemplo (1,0, O)T, como primera columna de P. La segunda co-
lumna de P, llamémosla P,, viene dada por

7
Ker[A+1I]|5P=(A+I1)P = (14) :
7

Finalmente elegimos P; € Ker[A + I] como tercera columna de P,
por ejemplo

=5

P; = 0

7

Por consiguiente
1 7 -5 1 -5 2
-1 1

p={({014 0], P =10 4 O
11
o 7 7 0 -4 1

Para calcular la matriz exponencial de Jt consideramos la siguiente

descomposicién
00
J=—-L+| 10
00

de modo que

o

=

|

o
~/
O = =
O = O
_ O O
~_
I
~
—~

[
SR
Q
o | O
Sy

| © O
~_

Luego

et (1+7t) —6te! 5te~t
el = l4te™t  ef(1—12t)  10te™ :
7te~! —6te”t e 7t(1+5¢)

Entonces

x(t) = Aty

( eV 1+ 7(t—tg))  —6(t—tg)efo! 5(t — tg)efot )
X0
)

14(t —tg)efo=t  elo=t(1 —12(t —tg))  10(t —tg)eo~!
7(t —tg)efo! —6(t —tg)elo~t el (1 +5(t — ¢
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2. Halla una base del espacio vectorial de soluciones del sistema x’ =
A;x,1 <i <3, en cada uno de los siguientes casos:

(a)A1:<§ ;)
01
®a=( 7 5)

@a=(79)

(Febrero 1992).

Solucién : (a) En este caso podemos descomponer la matriz de coefi-
cientes como suma de dos matrices:

m=(52)=(52)+(00)

una de ellas diagonal y la otra nilpotente. Entonces
A [0 1t [ e te?
" T\oe)lo1) Lo &)
Por tanto,
2t 2t
e te
s=q(%)-(& )}

es una base de soluciones.

(b) En este caso la forma canénica de Jordan asociadaa Ay es J, = Ay
y la matriz de paso (para la semejanza) es P = I;. Entonces

At ot = E
et = 2t = — Iy
nZO”!
00 th o0 t2n+1

(21’1)' (_1)7112 +HZO (21’1 T+ 1), (_1)11]2

—cos(t)h+sen(t)a = ooy Senll) )

sen(t) cos(t)

n=0
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Por consiguiente,

s {(2)- (i)}

es una base de soluciones.

(c) Llamemos @ (t) a la matriz fundamental que se construye a partir
de la base obtenida en el apartado (a), es decir,

621’ t62t
q)(t):( 0 o2 >

Es inmediato comprobar que las matrices ® ()T y A3 conmutan. Te-
niendo en cuenta entonces que A3 = Al se tiene que

(cp(t)T)' — o'()T = [A,0(1)]T = o()TAT = ©()T A3 = Az0 ()T,

s={()- (i)}

es una base de soluciones.

luego

3. Sea A : I — My(R) continua tal que A(t)A(s) = A(s)A(t). De-
muestra los siguientes enunciados:

(a) A(t)y i A(s)ds conmutan.
(b) Si A € C!(I) entonces A y A’ conmutan.

(c) Si A € C!(I) entonces

%eA(t) — A(E) A — pAWD pT(p)

(d) Como consecuencia del apartado anterior, demuestra que si A
y B conmutan entonces
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(e) Si A(t)y J3 A(s)ds conmutan, entonces F(t) = e A() 5 o5 una
matriz fundamental de x’ = A(t)x. Calcula la matriz funda-
mental del sistema lineal homogéneo cuya matriz de coeficien-

tes es )
t t
an=("1 o).

Solucién : (a) Sea P : 0 = tg < t; < ... < t,_1 < t; = t una parti-
cion del intervalo [0, t] y denotemos por S(A, P) a la correspondiente
suma de Riemann:

n—1

S(A,P) =% Alsi)ltis1 — tl,
K=o

con sg € (tg, trr1). Como por hipotesis A(t)A(s) = A(s)A(t), se
tiene que A(t)S(A,P) = S(A, P)A(t). Haciendo entonces tender a
cero la norma de la particiéon ! obtenemos
t
[Pl =0 = {S(4,P)} — [ A(s)ds.
0

Por tanto,

AlH) /OtA(s)ds _ (/OtA(s)ds>A(t).

(b) Es evidente que podemos escribir

A Hm{A(t-i-h) —A(t)} ,

h—0 h

ya que esta propiedad es cierta para cada uno de los coeficientes de
la matriz A(t). Entonces se tiene

AumxozAmﬁm{A0+m—Am}

h—0 h

_ %%{A(t) (A(t+h})l—A(t)>}
~ lim {A(t +h) = Al } A(H) = A (DA,

h—0 h

YP|| = méax{|tys1 — 4|, k=0,1,...,n—1}

66



La ecuacion lineal 11 67

para lo que hemos vuelto a usar la hipétesis general

A(DA(s) = A(s)A(t) Vi sel.

(c) Haremos uso de la siguiente

Proposiciéon 3. Sea I C Racotadoy {f, : I — R}, cn una sucesién
de funciones de clase C!(I). Supongamos que la sucesion de deri-
vadas {f; },en converge uniformemente hacia una funcién ¢ y que
existe ty € I tal que la sucesion { f,,(ty) } ,en es convergente. Enton-
ces {f,} — f uniformemente cuando n — oo, f es de clase C'(I) y

fl=g

Demostracion. Llamemos « al limite de la sucesion { f,, (o) } cuando
n — oo. Definimos

£(t) = /tg(s)ds—i—cx.

to

Entonces claramente f € C!(I) y, en virtud del teorema fundamental
del célculo, f' = g (que es una funcién continua por ser limite uni-
forme de una sucesién de funciones continuas). Para comprobar que
{fn} — f uniformemente cuando n — oo escribimos

Fult) = [ Fa0)ds-+ flt). 61

Usando la convergencia uniforme de la sucesion de derivadas se tie-
ne que

[ rusrds = [ gts)as

cuando n — oo. Por otro lado lim, ..o { fu(f0)} = a = f(ty), por lo
que pasando al limite n — oo en la ecuacién (3.1) obtenemos que

{fu(t)} — f puntualmente cuandon — oco.

Estudiamos finalmente la convergencia uniforme de { f,, }. Se tiene

£6) = £ult) = [ g(s)ds = £y (1)
= [s@dsa ([ s+ file)
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luego

)= FO1< [ 1726) = 8O ds + Lfulto) — o

< max{|f1(t) — ()|}t — tol + |fulto) —al 0, 1= oo,

Paracadat € I,

ap _ <AW" _ ] &AW
e()_nZO b = lim > X :

k=0

Denotamos por {S,(t)} a la sucesién de sumas parciales de e?(*):

n k
S =3 A,(f.) |
k=0 :

Un simple argumento inductivo nos permite afirmar que

(AWF) = kA’ (A1)

En efecto: eesta condicién es trivialmente satisfecha para k = 1. Su-
poniéndola cierta para k — 1, se tiene que

(A®W¥) = (amaws)
= ADABDTT LA (k—1DA (HAR)2 = kA (1) A(H)F T,

donde hemos usado la propiedad de conmutacién demostrada en
(b). Entonces tenemos

P GO T
W=2 = 2 AW GE

= A/(t)sn—l (t) = Sn—l(t)A/(t) , (32)

ya que A(t) y A'(t) conmutan (nuevamente conforme a lo probado
en (b)). Sea finalmente | C I un intervalo compacto. Comprobaremos
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para concluir el ejercicio que la restriccion de e4(t) a | es derivable y
£ (eA(t)) = A/(t) ¢4, Para ello estimamos

1S,(8) = A'(£) eV || = | A/ (1) S -1 (t) — A'(1)e V)|
< A0 150106 = A < Gyl (1) — A0,

con ||A’(t)|| < Cj paratodo t € ] (ya que A’ es continua sobre un
compacto y, por tanto, acotada). Por otro lado

AR Z AWM 2 A
Su(t) — AW = — =
\ =127 2 =]2,
m k m k
i {z A<f>} gnm{z A) }
m —oo, m>n-+1 k=1 k! m —oo k=1 k!
k
2 JAMIF _ M
S 20k S0 e

bl

=n+1

donde ||A(t)|| < M para todo t € J (ya que A es continua sobre
un compacto y, por tanto, acotada). Por tanto, se ha probado que
{s!(t)} — A’(t) eA®) cuando n — oo, uniformemente en | (en cada
componente). Ademads es claro que, por la propia definicién de ex-
ponencial de una matriz, {S,(t)} — ¢A(*) cuandon — oo puntual-
mente. Estamos entonces en condiciones de aplicar la Proposicién 3
para concluir que

d ([ AB)\ _ arp AW
E(e )-A(t)e .

Una argumentacion completamente andloga permite concluir tam-
bién que

d (AW _ AWM ar
%<e )-e A'(t),

sin més que proceder de la forma ya conocida a partir de la identidad
conmutada S/ (t) = S,,_1(t)A’(t) de (3.2).

(d) Definimos A(t) := tA+ B, t € R. Como A y B conmutan por
hipétesis, se tiene que

A(t)A(s) = (tA+ B)(sA + B) = tsA?> + tAB + sBA + B?
= stA> +tBA +sAB+ B> = (sA+ B)(tA+ B) = A(s)A(t)
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para todo t € R. Definimos ahora ¥(t) := eA(t) = ¢!4+B de donde se
deduce que

/
W(t) = (etA+B> — AetTE — Ay(h)

usando (c), lo cual quiere decir que ¥(t) es una matriz solucién de la
ecuacion lineal homogénea x’ = Ax. Como también

det(‘if(t)) _ det(‘P(O)) ef(f traza(A(s))ds _ det(eB) efottraza(sA—FB)ds
_ ptraza(B)(1+t) efoftraza(sA)ds _ otraza(B)(1+t)+;traza(A) =0

en virtud de la formula de Jacobi-Liouville, ¥(t) es ademés una ma-
triz fundamental de x’ = Ax. Pero es sabido que ¢”!! es también una
matriz fundamental de x’ = Ax, luego ha de existir una matriz regu-
lar C con coeficientes constantes tal que ¥(t) = e*C para todo t € R.
De evaluar esta expresion en t = 0 se desprende que

luego ha de ser

oA+B _ LAt B

Evaluando finalmente en ¢t = 1 la tltima expresién obtenemos el
resultado esperado.

(e) Definimos B(t) := [; A(s) ds, expresion de la cual se deduce que
B'(t) = A(t) en virtud del teorema fundamental del célculo, por lo
que podemos afirmar que B € C!(I). Ademas se tiene que B(t) y
B'(t) conmutan. Procediendo entonces como en (c) obtenemos

() = %eB(t) — B() PO = A1) PO — A(H)E(H).
Como también

det(eB(t)) _ det(eB(o))efétraza(A(s))ds _ e‘[gtraza(A(s))ds >0 Vtel,

se concluye que F(t) es una matriz fundamental de x’ = A(t)x (ade-
maés, se puede comprobar facilmente que es principal en cero).

En nuestro caso

TN
N———
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Las matrices A(t) e [y A(s) ds conmutan, por lo cual basta con calcu-
lar

e
S
—~
SN—
|
x
//
|
N W]
TN T
~—
|
/-~
x
W[
(@]
\_/
x
/-~
|
N o
o N
~—

4. Se considera la ecuacion diferencial lineal ' = Ax con A € My(R).
Demuestra que si @ es una matriz solucién de dicha ecuacién, tam-
bién lo es ®(™) para todo m € N. ;Se puede asegurar que si @ es
una matriz fundamental de la ecuacién, entonces @ (™) también lo
es? Proporciona un ejemplo que justifique la respuesta. Demuestra

también que si A es una matriz nilpotente, entonces ®(?) = 0 para
cualquier p tal que A” = 0y, como consecuencia, todos los coeficien-
tes de @ () son polinomios.

Solucién : Razonamos por induccién. En efecto, @ es una matriz solu-
cién de x' = Ax por hipétesis y admitimos (hipétesis de induccion)
que @ "~1) también lo es, es decir,

<(D(m—1)>, _ Ap(m-1)
Entonces

(q)(m))' _ {(qﬂm—l))'}/ - [A(D(m—l)}, = ADM),

luego @ (™) también es una matriz solucién de x’ = Ax.

No se puede asegurar que si ® es matriz fundamental de ¥’ = Ax
entonces ® (") también lo es. En efecto, si ®’(t) = A®(t) y la ma-
triz A no es invertible se deduce inmediatamente que tampoco lo es
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@’. Sirva como ejemplo la ecuaciéon ¥’ = 0, de la que ®(t) = Iy
es la tnica matriz fundamental principal mientras que obviamente
@’ (t) = Onxn NO es matriz fundamental.

Sean finalmente A una matriz nilpotente parala que A? = 0y ® una
matriz solucién de x’ = Ax. Entonces

P (1) = AP V(1) = A20P=2)(f) = ... = APD(t) = Onun .-

Para ver que todos los coeficientes de @ (t) son polinomios basta con
hacer notar que las soluciones de la ecuacién son todas de la forma

x(t) =eMxy, x9€RY,

con la particularidad de que en nuestro caso e” viene dada por una

suma finita ya que, a partir de la p—ésima, todas las potencias de A
son nulas. Es decir, toda solucién es polinémica:

x(t) = xo + (Axo)t + (A;xo) 24 (%xo) tr=1,

luego todos los coeficientes de @ (t) son polinomios.

Sea A € Mn(R) y consideremos la ecuacion diferencial matricial
X' =AX - XA (3.3)

con la condicién inicial X(0) = Xy € My(R). Se pide:

(a) Demostrar que el problema de valores iniciales anterior tiene
una Unica solucién definida en R.

(b) Demostrar que el problema de valores iniciales anterior es equi-
valente a la ecuacion integral

t
X(t) = eXy —/ AU=)X(s)Ads,
0

donde X : R — My(R) es continua.
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(c) Se define la sucesién
t
X (t) = eMXo — / A3 X, (s) A ds
0

parat € R, n > 0y donde Xo(t) = e*Xp. Demostrar que X,
converge a la soluciéon del problema de valores iniciales y que
la convergencia es uniforme sobre compactos.

(d) Se efecttia en la ecuacién (3.3) el cambio de variable
X(t) =Y(t)e 4.

Resolver la ecuaciéon en Y y obtener como consecuencia una
expresion explicita de la solucién del problema de valores ini-
ciales para la ecuacién (3.3).

(e) Supongamos que los valores propios de A estdn en el eje ima-
ginario y son simples. Demostrar entonces que todas las solu-
ciones de (3.3) estan acotadas en (—oo, ).

(Febrero 1994).

Solucién : (a) Se trata simplemente de reescribir el problema de valo-
res iniciales asociado a la ecuacién (3.3) como un problema lineal en

2 . . . . o
RN" y aplicar entonces el resultado conocido de existencia y unicidad
de soluciones al sistema lineal de coeficientes constantes resultante.

(b) Sea X(t) = (X1 (#)]...|Xn(t)) una solucién de (3.3) que satisface
X(0) = Xop, donde X;(t), 1 < j < N, representan las columnas de
la matriz solucion X(¢). Claramente X; = AX; - XA;,1 <j<N.
Entendiendo entonces b(t) = —X(t)A como la matriz de términos
independientes del sistema y aplicando la férmula de variacién de
las constantes obtenemos

X;(t) = eAt(XO)]_ _ /Of pA(t=s) (X(S)A>]‘ds'

por lo que concluimos que X(t) también resuelve la ecuacién inte-
gral. Reciprocamente, si partimos ahora de una solucién X(t) de la
ecuacion integral

X(t) = 4 Xo — /t

t
eAU)X (s)Ads = e Xy — eAt/ e X (s)Ads
0

0
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y derivamos se obtiene

t
X'(t) = Ae? Xy — AeAt/ e 45X (s)Ads — et (e_AtX(t)A>
0

=A <eAfX0 — e /Ot e X(s)A ds> — X(H)A = AX(t) - X(H)A,

donde hemos usado el apartado (c) del Ejercicio 3 y el teorema fun-
damental del calculo integral.

(c) Claramente X (t) estd bien definida y es continua. Supuesto que
Xy, () estd bien definida y es continua en [0, ] entonces X,, ;1 (t) tam-
bién estd bien definida y es continua en [0, ¢], ya que

| [ %00 a0 < maxtix () IA] [ 4169 ds < o

0<s<t

Estudiamos a continuacién la convergencia uniforme de la sucesion
de iterantes de Picard sobre compactos [0, T| de [0, co0). Aplicando el
principio de induccién se puede demostrar facilmente que

| Xoll[| A" Al g1
(n+1)!

para todo t € [0, T]. En efecto, si evaluamos en primer lugar las dos
primeras diferencias Xi(t) — Xo(t) y Xo(t) — X1(t) ya podemos in-
tuir que la cota que aparece en el segundo miembro de (3.4) es la
adecuada:

X1 (8) = X ()] < (34)

1 X1(t) — Xo(t)|| = H/ Alt=s) X (s) A ds

SAJ“*W%®WM%§A?“W%MM%
= Al A )Xot
() = X0l = | [ A9 (x1(6) - Kol
< [ M0 x3(5) = X0 1 AT ds

t
g/ eHAII(t—S)(eHAHS||A||||x0||s)||A||ds
0

t2
= €”A||t||A||2||Xo||§ -
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Consideramos la hipétesis de induccién siguiente:

tn
1% () = Xua ()] < eI AL )1 X0 ok

Entonces

t
X1 (t) = Xu ()] S/O elA1=9)|1X,,(s) — X,_1(s) ||| Al ds
Lol A=) (Al Al 315
< [l (I Al o] ) Al s
0 n.

_ IXoll [1A]™*! lAllEgnt1
(n+1)! '

X LAl alegn
n+1)!

Como la serie 32, es convergente’ podemos

aplicar el criterio de comparacién de Weierstrass para concluir que
la serie

X0+ Y (X (8) - X(1)) (35)
k=0

y, por consiguiente, la sucesién de sumas parciales

0} = {30+ 3 (e -%0)}

convergen absoluta y uniformemente en [0, T|. Finalmente, como las
iterantes X, () son todas continuas, el limite uniforme de (3.5) ha de
ser una funcion (matricial) continua en [0, T1.

(d) Consideramos la transformaciéon X(t) = Y(t)e~4f. Entonces la
ecuacion X'(t) = AX(t) — X(t) A se puede reescribir en términos de
la funcién incégnita Y (¢) de la siguiente forma:

Y (t)e M —Y(H)Ae M = AY(H) e M —Y(t) e MA.

Si tenemos en cuenta que e~ A = Ae 4! en virtud del Ejercicio 3
(c) (con A(t) = —At), obtenemos

Y'(t) = AY(t)

2En efecto, se fuede comprobar facilmente que

+1
$ L LAI™ agepin _
& (n+1)!
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con dato inicial asociado Y (0) = Xp. La (tinica) solucién de este nue-
vo problema es Y (t) = e?*X,, por lo que deshaciendo el cambio de
variable se deduce que

X(t) = e Xge A,
(e) Bastard con comprobar que existe una constante M > 0 tal que

e <M VteR,

Sillamamos | a la forma canénica de Jordan de la matriz Ay P a la
correspondiente matriz de paso, es sabido que e = Pe/!P~1, luego

le[l < IPNl NPT = Clle™)l, € >1.

La cuestién entonces es: ;Es ||e/f|| acotada?

Bastaria con comprobar que los coeficientes de la matriz e/! son aco-
tados, en cuyo caso la norma del maximo de e/! estarfa acotada y, por
equivalencia, todas las demds normas. Admitamos que la matriz | se
expresa del siguiente modo:

AL 0 0 ... ... 0
0 Ay, 0 ... ... 0
=1+ + 0 Ay, 0 |7
2

donde los bloques de Jordan son todos de la forma

0 b N
. J < —
Af_(—bjo>’ lsj=s-5,

por ser todos los valores propios de A imaginarios y simples. Por
consiguiente, todos los elementos no nulos de ¢/f son de la forma
sen(bjt) o bien cos(bjt), por lo que podemos asegurar que

le/ oo < 2.
Como por el apartado anterior sabemos que
X(t) — At Xo e~ At ,

se concluye que
1X () [loo < 4C? (|1 Xo]loo -
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6. Se considera el problema de valores iniciales
x'=tAx, x(0)=xg, (3.6)
donde A € MN(]R) Y Xo € RN,

(a) Justifica que (3.6) tiene una tnica solucién definida en R.
(b) Construye la sucesion de iterantes de Picard asociada a (3.6).

(c) Utilizando el apartado anterior, encuentra la solucién de (3.6)
y exprésala en términos de la exponencial de una matriz.

(d) Prueba que si todos los valores propios de A tienen parte real
negativa, entonces todas las soluciones tienden a cero cuando
t — oo.

(Diciembre 1993)

Solucion : (a) La aplicacion B : R — My (R) definida como B(t) = tA
es continua, luego la existencia y unicidad de solucién del problema
(3.6) es inmediata a la luz del teorema de existencia y unicidad para
el problema de Cauchy asociado a una ecuacién diferencial lineal.

(b) Definimos la sucesion de iterantes de Picard de la forma estandar,
basandonos en la ecuacién integral equivalente a (3.6):

t
xo(f) =x0, xp11(t) = x0 +/0 SAx,(s)ds.

Se puede comprobar facilmente por induccién que

_ (s 142,
xn(t) = (;Zok! (A 2)) 0. (3.7)

(c) Para ello tomamos el limite puntual en la expresién (3.7) cuando
n — oo. En efecto,
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(d) Si llamamos | a la forma canénica de Jordan de la matriz Ay P a
la correspondiente matriz de paso se tiene que

2 2 2
HeA% g||p||Hef% P! ||:cHef% . C>1.

Como

2 2
2Ol < [|eA% || llxoll < c|e™

[1oll

2
basta con estudiar el comportamiento de He] T H Sea A < 0 cualquie-

ra de los valores propios reales de A. Entonces el bloque de Jordan
asociado a A es de la forma

00 0 0
10 0 ... 0
Ja=AI+101 0 ... 0[]
0 0 . 1 0
luego
1 0 0 ... 0
2 1 0 0
2 2
eb\%:e% % %
. . .4 '2 .
0o ... 5% 51

2
Claramente Heh% H — 0 cuando t — oo por ser A < 0. Por otro lado,

sid=a+ib e Ccona <0, el bloque de Jordan asociado a A es de la
forma

a b 0 0 0 0 0
“ba 0 0 0 O 0
1 0 a b 0 0 0
01 b a 0 0 0
=1 001 0 a b 0 |-
00 0 1 -ba 0
0 0 0 0 1 —b a
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luego
A0 0 0 00 00 ...0
0 A DO 0 1 0 00 ...0
g 2| 00 A O 0 t 1. 00 ...0
eh2 =e2 : : 2t 10 ..0
A0 o :
000 0 0 A 0 Et 10

con

2
y claramente {‘ ez

}—>Ocuandot—>ooporsera<0.

7. Dada una matriz A € My(R) se define su seno por medio de la serie

sen(A) = nZO % A2+

Prueba que

(a) Laserie dada es convergente y, por tanto, el seno de una matriz
estd bien definido.

(b) |Isen(A)[| <el4l VA e My(R).

(c) La funcién t € R — sen(tA) € My(R) es de clase C*(R) y
satisface la ecuacién matricial X" + A%2X = 0.

(d) Calcular sen(tA) para

(Junio 1989).

Solucion : (b) || sen(A) || < ZHZO % = eHAH para toda A € MN(R)
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(a) Inmediato a partir de (b) en virtud del principio de comparacion
de Weierstrass.

(c) Lo comprobamos para la correspondiente sucesion de sumas par-
ciales y pasamos después al limite n — oo. Definimos para ello el
término general de la sucesién de sumas parciales como sigue:

S (t)_ c (_1)k (tA)Zk—H
! _k;) (2k+1)! '

Entonces

t2k

S//( ) — nl (_1)k+1 A2k+3t2k+l
h(%+n' '

n
A2k+3 2k+1
; 2k+1 e

de donde se desprende que S/ (t) = —A?S,_1(t). Razonando final-

mente como en el Ejercicio 3 (c) podemos efectuar el paso al limite
cuando n — oo y obtenemos el resultado deseado.

> (10
e (3).

Se pretende resolver la ecuacién matricial

X1 X ”+ 10 Xn X\ _ (00
X1 X2 9 4 X1 X2 00

0, equivalentemente, el siguiente sistema lineal:

(d) Calculamos

X11(t) + X1 (t) =0, (3.8)
X15(t) + X12(t) =0, (3.9)
X5, (1) +9Xn1 (1) +4X () =0, (3.10)
Xélz(t) + 9X12( ) + 4X22(t) 0. (3.11)

Claramente en t = 0 ha de satisfacerse

X11(0) = X12(0) = X21(0) = X22(0) = 0
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y también X' (0) = A, luego
X1n(0) =1, Xp(0)=1, X3(0)=3, Xpn(0)=2.

Resolviendo (3.8) y (3.9) junto con las condiciones iniciales anteriores
obtenemos
Xll(t) = sen(t) , Xu(f) =0.

Entonces las ecuaciones (3.10) y (3.11) pueden reescribirse de la si-
guiente forma:

X5, (t) +9sen(t) +4Xo1(t) =0, (3.12)
ng(t) + 4X22(t) =0. (3.13)

Resolviendo ahora la ecuacion (3.13) junto con los datos iniciales co-
rrespondientes obtenemos

Xpo(t) = sen(2t).

8. Dada una matriz A € My(R), ;como deben definirse las funciones
hiperbdlicas senh(A) y cosh(A)? ;Se satisface la identidad

cosh(A)? —senh(A)? = Iy?

Solucién : De la forma méds natural posible. Se definen

A _ ,—A A —A
senh(A) = %, cosh(A) = ¢ —|—26

y se cumple

cosh(A)? — senh(A)?

(et et (et e B ed — oA\ [eA — A g
- 2 2 2 2 N
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9. Se considera la ecuacion diferencial lineal
X" 4 6x" +12x" 4+ 8x = e 2. (3.14)
Se pide:
(a) Construir un sistema equivalente.

(b) Determinar, para dicho sistema, una matriz fundamental prin-
cipal en t = 0 y resolverlo. Hallar la solucién particular que
para ty = 0 vale (1,1,1)T.

(c) A partir de (b), encontrar la solucién de la ecuacion diferencial
(3.14).

Solucion : (a) Considerando

se obtiene
X1 ' 0 1 0 X1 0
X = 0 0 1 X | + 0
X3 -8 —12 —6 X3 e 2t

(b) Resolvemos en primer lugar el sistema homogéneo

0 1 0
X =Ax, x=(x;,x,x3)7, A= 0 0o 1 |.
-8 —12 -6
El tnico valor propio de la matriz A es A = —2 (triple) y

1
Ker[A+21]<( —2 )>,
4
1 0
Ker[(A+21)2]<( 0),( 1 )>
—4 —4

Ker[(A +21)%] = R3.
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Por tanto la forma canénica de Jordan de A es

—2 0 0
7= 1 -2 o].
0 1 -2

Calculamos ahora la matriz de paso P que satisface A = PJP~!. Ele-
gimos para ello en primer lugar un vector

v € Ker[(A 4 21)%] \ Ker[(A +21)?],

por ejemplo v = (1,0,0)T. Elegimos después w € Ker[(A + 2I)?] de
la siguiente forma:

2 1 0 1 2
wwm( 0 1)<0)( o).
-8 —12 —4 0 -8

Finalmente tomamos u € Ker[A + 2I] de la siguiente forma:

2 1 0 2 4
u(A+21)w( 0 2 1)( o)(s).
8 —12 —4 8 16

Por lo tanto

1 2 4 1 1
p=(0 0 -8, P'=|0 -1 -
0 —8 16 0 —g

Atendiendo a la siguiente descomposiciéon de la matriz de Jordan
como suma de una diagonal y otra nilpotente,

]

O 00l
N—

o O O

00
J=-20+1 0
0 1
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se puede calcular

100
V() =eM=PelPp =P ¥ | t 1 0 |p!=
2
Et1
1 2 4 1 00 1 1 %
e 0 0 —8 t 10 o -1 -1
_ 2 1
0 —8 16 A 0 -5 O
2242641 t(1+2t) £
=2 —412 —42 42t +1 1 -—1) ,

8t(t—1) 4t(2t —3) 212 —4t+1

que es la matriz fundamental principal en t = 0 que buscdbamos.

Para resolver el sistema empleamos la férmula de variaciéon de las
constantes:

siendo en nuestro caso ¥(f) la matriz fundamental principal que aca-
bamos de calcular, ty = 0,

2

22 —2t+1  t(2t—1) 5
Y= —42 4241 K+ 1)
8t(t+1) 4t(2t+3) 22 4+4t+1
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y b(t) = (0,0,e=2)T. Resulta entonces

x1(t)
x(t) = | x2(t)
x3(t)
2242t 41 t(1+2t) £
—e 2 —442 —42 4 2t4+1  H1—1)
8t(t—1) 4¢(2t —3) 212 —4t+1
2
x1(0) Jo 5 ds
X 000) |+ fos(s+1)ds
x3(0) fo(2s* +4s +1)ds
20242t +1  t(1+2t) £ x1(0)
=e % —42 4P 42t+1 H1-1) x2(0)
8t(t—1)  4t(2t—3) 22— 4t+1 x3(0)
L(82 + 16t +7)
+ | (168 + 1612 — 14t —9)
$(16t* — 3412 — 6t 4 3)

La solucién particular que en tg = 0 vale (1,1,1)7 es

x(t) =e
22 42t + 1+ t(1+2t) + 5 + £ (82 4+ 16t +7)
x A2 A2 2t 14 (1 — ) — £ (1663 + 1612 — 141 — 9)
8t(t— 1)+ 4t(2t — 3) + 2t — 4t + 1+ £(16t* — 3412 — 6t + 3)
4 | 8tt 73 92

_ 2 8t° 8t | 713 15¢2
=e€ —TS—T—;‘T—T—FSt—f—l
160 348 4 1612 — 23t + 1

(c) La (tinica) solucién de la ecuacion diferencial (3.14) que satisface
x(0) = x’(0) = x”(0) = 1 es la primera componente de la solucién
(vectorial) encontrada en (b), es decir,

AP st 7 o2

x(t) 3 +?+?+7+3t+1.
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10. Por el método de los coeficientes indeterminados, halla una solucién
particular de

(@) x —3x' + 7x = 5te*t
(b) x” 4+ 4x = 5sen(3t) + cos(3t) + sen(2t)
(c) x”" —2x' 4 3x = 3 + sen(t)

Solucién : (a) Podemos considerar el cambio de funcién incégnita
x(t) = e*u(t) y reducirnos al caso en que el segundo miembro es
un polinomio. En efecto, se tiene

u”(t) +5u’(t) + u(t) = 5¢. (3.15)
Ensayamos entonces con una solucién particular del tipo
uy(t) = At+B, A,BcR.
De este modo obtenemos
5A + At + B = 5t,

luego comparando términos del mismo orden ha de ser A = 5y
B = —25. Por tanto, uy(t) = 5t — 25 es una solucién particular de
(3.15). Deshaciendo finalmente el cambio de variable se llega a que

xp(t) = e (5t — 25)
es una solucion particular de la ecuacién de partida.

(b) Resolvemos el problema en tres etapas:

(i) Consideramos la ecuacién x” 4+ 4x = 5sen(3t) = Im(5e%").
Como A = 3i no resuelve la ecuacion caracteristica A2 + 4 = 0,
buscamos una solucién particular de la ecuacion

y' + 4y = 5> (3.16)

de la forma u1(t) = Ae** con A € C. Sustituyendo u;(t) en
(3.16) obtenemos facilmente que ha de ser A = —1. Por tanto,
la solucién particular de (3.16) que hemos encontrado es

uy(t) = — 3t
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(ii)

(iii)

Concluimos entonces que una solucién particular de la ecua-
cion x” + 4x = 5sen(3t) es

v1(t) =Im(uq1(t)) = —sen(3t).

Consideramos ahora la ecuacion x” + 4x = cos(3t) = Re(e>).
Buscamos entonces una solucién particular de

y' +4y = (3.17)

de la forma u,(t) = Be3* con B € C. Sustituyendo u,(t) en
(3.17) obtenemos facilmente que ha de ser B = —%. Por tanto,
la solucién particular de (3.17) que hemos encontrado es

1 4
uy(t) = —5631t.

Concluimos entonces que una solucién particular de la ecua-
cion x” + 4x = cos(3t) es

os() = Re(un (1)) = —%cos(?)t).

Consideramos finalmente x” + 4x = sen(2t) = Im(e%*!). En es-
te caso A = 2i resuelve la ecuacién caracteristica, luego hemos
de buscar una solucién particular de

Y + 4y = (3.18)

de la forma u3(t) = Cte?! con C € C. Sustituyendo u3(t) en
(3.18) obtenemos facilmente que ha de ser C = — . Por tanto,
la solucién particular de (3.18) que hemos encontrado es

usz(t) = _;L et

Concluimos entonces que una solucién particular de la ecua-
cion x” 4 4x = sen(2t) es

03(f) = Im(ua(t)) = —i cos(2t).
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Como L[x] := x”" 4 4x es lineal se tiene que
L[Z)l + U + 7)3] = L[Ul] + L[Uz] + L[U3]
= 5sen(3t) 4 cos(3t) + sen(2t),

luego
v(t) = v1(t) + v2(t) +v3(t) = —sen(3t) — écos(fﬂt) - }Ltcos(Zt)

es una solucién particular de la ecuacién de partida. Conocida la so-
lucién general de la ecuacién homogénea x” + 4x =0,

xp(t) = Acos(2t) + Bsen(2t), A,B€ R,

la solucion general de x” 4 4x = 5sen(3t) + cos(3t) + sen(2t) es

x(t) = x5,(t) + v(t)

1 t
= Acos(2t) + Bsen(2t) — sen(3t) — 5 cos(3t) — 1 cos(2t),

con A,B € R.

(c) Como L[x] := x”" — 2x’ + 3x es lineal podemos resolver el proble-
ma en dos etapas:

(i) Consideramos en primer lugar la ecuaciéon x” —2x' +3x =t
y conjeturamos la existencia de una solucién particular de la
forma x1(t) = At + B con A, B € R. Tenemos

—2A+3(At+B) =t.

Comoparando términos del mismo orden en t concluimos que
hadeser A= 1y B =2, luego

t 2
X1(t):§+§

constituye una solucién particular del problema planteado en
esta etapa.

(ii) Buscamos ahora una solucién particular de
x" —2x' 4 3x = sen(t) = Im(e').
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Como A = i no resuelve la ecuacion caracteristica A> — 21 + 3 =
0, buscamos una solucién particular de la ecuacion

y' — 2y +3y =" (3.19)

de la forma y(t) = Ae' con A € C. Sustituyendo u,(t) en
(3.19) obtenemos facilmente que ha de ser A = 1. Por tanto,
la solucién particular de (3.19) que hemos encontrado es

y(t) = 1116”.

Concluimos entonces que una solucién particular de la ecua-
cion x” — 2x" + 3x = sen(t) es

(sen(t) + cos(t)).

|

xa(t) = Im(y(t)) =

Por consiguiente,

x(t) = %(sen(t) + cos(t)) + % + %

es una solucién particular de la ecuacién diferencial de partida.
n

11. Por el método de variacién de las constantes, halla una solucién par-
ticular de

(@) x"" + x = cotan(t)
(b) x” + 4x = sec(2t)
(c) x" —6x' +9x = et—szt

(d) ¥ —x=e"tsen(e™) + cos(e™)

Solucion : (a) Un sistema fundamental de soluciones de la ecuacion
homogénea es {cos(t),sen(t)}. Por tanto, buscamos una solucién
particular de x” + x = cotan(t) del tipo

x(t) = A(t) cos(t) + B(t) sen(t) . (3.20)
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Tenemos
x" = A’ cos(t) — Asen(t) + B'sen(t) + Bcos(t),
x"" = A" cos(t) —2A" sen(t) — A cos(t)
+ B” sen(t) + 2B’ cos(t) — Bsen(t).
Sustituyendo entonces (3.20) en la ecuacién obtenemos
(A" 4+ 2B") cos(t) + (B” — 2A") sen(t) = cotan(t) .
Como condicién adicional podemos usar
A’cos(t) + B'sen(t) =0 (3.21)

para simplificar los célculos, de modo que se tiene B' = — A’cotan(t)
y, por tanto,

x'(t) = Bcos(t) — Asen(t),
x"(t) = (B' — A) cos(t) — (B+ A’) sen(t)
A/
sen(t)

—x(t).

De aqui se desprende inmediatamente que para que (3.20) sea una
solucion particular se ha de cumplir

cos(t)?
=-A' ( sen((i‘)) + sen(t)) — Acos(t) —Bsen(t) = —

/

~sen(d) = cotan(t),

es decir, A(t) = — sen(t). De la condicion (3.21) se deduce finalmen-

te que
B(t) = / Cszsr’l((tt))z dt = cos(t) + log (tan (%)) .

Por consiguiente,
x(t) = log (tan (é)) sen(t)

es una solucién particular de x” 4+ x = cotan(#).

(b) Un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea
es {cos(2t), sen(2t) }. Buscamos entonces una solucién particular de
x" + 4x = sec(2t) de la forma

x(t) = A(t) cos(2t) + B(t) sen(2t). (3.22)
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Derivando obtenemos

x'(t) = A’ cos(2t) — 2A sen(2t) + B’ sen(2t) + 2B cos(2t),
x" = A" cos(2t) — 4A sen(2t) — 4A cos(2t)
+ B"” sen(2t) + 4B’ cos(2t) — 4B sen(2t) .

Sustituyendo (3.22) en la ecuacién se tiene
(A" +4B') cos(2t) + (B"” —4A") sen(2t) = sec(2t).
Como condicién adicional consideramos
A’ cos(2t) + B'sen(2t) =0, (3.23)

de modo que B’ = —A’cotan(2t) y, por tanto, las expresiones de x’ y
x"" se reducen a

x" = 2Bcos(2t) —2A sen(2t),
x"(t) = 2(B’' —2A) cos(2t) — 2(2B + A’) sen(2t)
cos(2t)?
= 2A" | ——% 2t) | —4A —
(sen(Zt) + sen( )> cos(2t) — 4B sen(2t)
2A'
= - _ax(t).
sen(2t) x(t)

De aqui se desprende inmediatamente que para que (3.22) sea una
solucién particular se ha de cumplir

2A

~ Sen(2D) = sec(2t),

es decir, A(t) = llog(cos(2t)). De la condicién (3.23) se deduce fi-
nalmente que

B(t) = -,
luego
(1) = 7 log(cos(2t)) cos(2) + 7 sen(21)

es una solucién particular de x” 4 4x = sec(2t).

(c) Un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea
es {e%,te3'}. Buscamos entonces una solucién particular de

3t

¥ — 6x' +9x = et—z (3.24)
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del tipo
x(t) = (A(t) + B(t)t) e . (3.25)

Derivando obtenemos
X'(t) = (A" +B+B't+3A+3Bt)e*.

Las condiciones que imponemos para encontrar A(t) y B(t) son

1 1 1
/ / / / / _ /
A'+B't=0, B(1+3)+3A'= ;=B = 3t(t2 3A").

La primera de ellas (elegida libremente siempre que sea compatible
con la segunda) contribuye a simplificar los calculos mientras que la
segunda es necesaria para que (3.25) resuelva la ecuacién diferencial.
Entonces obtenemos

A(E) = Tog(tl), B() = —,

por lo que
x(t) = (log([#]) — 1) ¢
es una solucién particular de (10.7).

(d) Un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea
es {e~!,e'}. Buscamos entonces una solucién particular de la forma

x(t) = A(t)e "+ B(t)e. (3.26)

X(t) = (A —A)e '+ (B +B)é,
X'(t) = (A" —2A" + A)e '+ (B" +2B' +B)¢'.

Imponemos como primera condiciéon
Ale " +Bel=0=B =—-A'e?, (3.27)
de modo que las expresiones de x" y x” se reducen a
X'(t)=—-Ae "+ Be', x'(t)=(A-24")e "+Be.
Entonces (3.26) resuelve la ecuacién diferencial

X" —x=etsen(e™") + cos(e”f) (3.28)
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12.

si y solamente si
—2Ae " =e¢ tsen(e!) 4 cos(e”?)
= A = —%(sen(e_t) +é COS(e_t)>
= A= —%et cos(e).

Volviendo a (3.27) obtenemos

1
B = 5 e 2t ( sen(e”’) + ¢! cos(e’t)>

1
= B = Ee*tcos(e’t) —sen(e” ).

Por consiguiente,
x(t) = —e'sen(e™)

es una solucién particular de (3.28).

Previo rebajamiento del orden de las correspondientes ecuaciones
diferenciales lineales, resuelve

(@) 2x" + t(t —4)x' +2(3 — t)x = 2t%!, con x1 (t) = 2.

(b) (tz — t)x”’ + (3t — 2 — 3)x” —tx'+x = 0, con x1(t) = % y
XQ(t) =t.

() tx’ — (2t +1)x' + (t+1)x = (> +t — 1) e*, con x{(t) = €.

(d) (14 £)x" + (4t +5)x" + (4t + 6)x = e~ 2, con x1(t) = ey
a € R por determinar.

Solucion : (a) Tomando ty = 1 se tiene x1(1) = 1, x}(1) = 2. Para
resolver la ecuacién homogénea necesitamos encontrar otra soluciéon
xp(t) tal que x1(t) y x2() sean linealmente independientes. Elegimos
para ello los siguientes datos iniciales para x5 (t): x2(1) = 0, x5(1) =
1. El wronskiano de ambas soluciones en el punto tp = 1 es entonces

Wi ) = |5 §|=1£0,

93



94

por lo que tenemos garantizado que x1 () y x2(t) serdn linealmente
independientes. Para construir x,(t) usamos la férmula de Jacobi—
Liouville:

fpl—t — o= [{(55h)ds _ W(x1,x2)(t)

de donde se deduce la siguiente ecuacién diferencial lineal de pri-
mer orden (obsérvese que es aqui donde hemos conseguido rebajar
el orden de la ecuacién de partida en una unidad) para x;(t):

2
/ 21—t
xz—?xzzt e,

que junto con la condicién x,(1) = 0 admite tnicamente la solucién
xp(t) =t(t—1).

Por tanto, {t?,t(t — 1)} es una base del espacio de soluciones de la
ecuaciéon homogénea

x4+t —4)x +2(3—t)x =0. (3.29)
Podemos construir entonces la siguiente matriz fundamental de (3.29):

2 t(t—1)

q)(t):(Zt 21 )

a partir de la cual podemos construir a su vez la matriz fundamental
principal en t = 1:

H2—t) H(t—1
W(t):(z((l—t)) . )

Aplicando finalmente la férmula de variacién de las constantes con
dato inicial xgp = (x}, x3)T para resolver la ecuacién completa obte-
nemos

(2= D) (- 1)22
x(t) = ( 2(1- D + 21— 1) >

toe (2t +9) + et~ 1(#3 — 612 + 18t — 24)]
(4t +9) +ef~1(t* — 213 + 12t — 24))
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(b) Tomando ty = 2 se tiene

r

x0n(2)=2, x(2)=1, x5(2)=0.

Para resolver la ecuacion necesitamos encontrar otra solucién x3(t)
de modo que x1(t), x2(t) y x3(t) sean linealmente independientes.
Para ello elegimos, por ejemplo, los siguientes datos iniciales para
x3(t): x3(2) = 0, x5(2) = 0y x5(2) = 1. El wronskiano de las tres
soluciones en ty = 2 es entonces

W(xl, X2, X3)(2) =

HS = =N =

—1+40,

SR, DN
_ o O

por lo que tenemos garantizado que x1(t), x2(t) y x3(t) serén lineal-
mente independientes. Para construir x3(¢) usamos nuevamente la
féormula de Jacobi-Liouville:

8(t—1) i _ e—ff(%)ds — W(%,t, X3> (t)

t3
1
= t X3(t)
; 2 2 2
_ _% x3(1) | = S25(8) + 525(t) — 3%3(t),
/!
) x3(t)

de donde se deduce la siguiente ecuacién diferencial lineal de segun-
do orden (obsérvese que es aqui donde hemos conseguido rebajar el
orden de la ecuaciéon de partida en una unidad) para x3(t):

2xy +txh —x3 = 4(t—1) 2, (3.30)

a resolver junto con las condiciones x3(2) = 0y x4(2) = 0. Es facil-
mente comprobable que {, %} es una base de soluciones de la ecua-
cién homogénea, de modo que podemos buscar una solucién par-
ticular de la ecuacién completa del tipo

x3(t) = A(t)t+@

via el método de variacidon de las constantes. Tenemos

B'(t) B(1)

x5(t) = A'(t)t+ A(t) + ; 2
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Podemos encontrar las funciones A(t) y B(t) imponiendo, por ejem-
plo, que A’t + BT/ = 0 junto con la condicién de resolubilidad

2A'P =4(t—1)e' 2,
de las cuales resultan
2 49 t—2
A= ¢ B=-2(t—2)¢"".

Por tanto, la solucién general de la ecuacién (3.30) es

A 2(t—2 A 4
x3(t) :A1t+72+26t_2—¥et_2 =A1t+72+?et_2

con A1, Ay € R. De imponer x3(2) = 0y x3(2) = 0 resulta finalmente

Por tanto, una base de soluciones de la ecuacién
(2 =) + (Bt =12 =3)x" —tx’ +x =0

es {t, %,%et_Z —t}.

(c) Como en (a), podemos considerar ty) = 1 de modo que
x1(1) =x1(1) =e
y buscamos x,(t) tal que, por ejemplo,
x(1)=0, x5(1)=1.

De este modo tenemos garantizado que las dos soluciones seran li-
nealmente independientes. En efecto,

W(x1,x2)(1) =

e 0
. 1 ’ =e#0.
Para construir x;(#) usamos la férmula de Jacobi-Liouville:

te2 =1 = eI HAC s — Wt xy)(t)

_ ‘ ¢ x(t)
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de donde se deduce la siguiente ecuacion diferencial lineal de primer

orden para x;(f):

xh—xp, =tel 7,

que junto con la condicién x,(1) = 0 admite tnicamente la solucién

t2—1
= ——¢ 1.

XZ(t) 5

Por tanto, una base de soluciones de la ecuacién homogénea es

2 —1
B = {et,—etfl}.
2

Resolvemos finalmente la ecuacién completa. Para ello construimos
en primer lugar una matriz fundamental del sistema:

et L2 —1)et1
— 2
() ( el (P +2t—1)e ! ) '

a partir de la cual podemos construir (multiplicando por la matriz
de paso adecuada) la correspondiente matriz fundamental principal
ent=1:

ef—1 3—¢t2 |
Yt == <3—2t—t2 t2+2t—1>'

Aplicando entonces la férmula de variaciéon de las constantes con
dato inicial xg = (x},x3)T obtenemos

et=1 ( x5 (3—12) +x3(t2 - 1) )

x(H) ==~ )3 =2t — ) + x5+ 2t — 1)
t+1 tHe' ™ —t)
te ((2t+1)ef1—t(t+2) ‘

(d) Para que x1(t) = e resuelva la ecuaciéon homogénea ha de ser

a = —2.Podemos considerar entonces fy) = 0 de modo que x1(0) = 1
y x1(0) = —2. Buscamos entonces x(t) tal que x»(0) = 0, x5(0) = 1.
Se tiene
1 0
Wia )0 = | L =120,
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luego en virtud de la férmula de Jacobi-Liouville

1 s
t‘f‘—le_4t =e ft(45++15)d5 = W(xlle)(t)

et XZ(t)

e w | =0 F2m(0).

De este modo obtenemos la siguiente ecuacién diferencial lineal de
primer orden para x;(t):

e—2t

1
t+1 ’

xh +2xp =

que junto con la condicién x,(0) = 0 admite tnicamente la solucién
x(t) =log(t+1)e 2.

Por tanto, {e~?,log(t + 1) e '} es una base de soluciones del sis-
tema homogéneo. Para resolver el sistema completo construimos en
primer lugar una matriz fundamental, a saber

_ 1 log(t+1)
O(t) =e Zt( & ),
() -2 1 —2log(t+1)

a partir de la cual se obtiene facilmente la matriz fundamental prin-
cipalent = 0:

Y 2log(t+1)+1 log(t+1)
w(t) =e ( — 2t 2(t+ 1) log(t+1)] Fp —2log(t+1) ) '

Entonces la férmula de variacion de las constantes proporciona la

siguiente solucién (considerando el vector xo = (x}, x3)T como dato

inicial):
x(t) = o2t { ( x(l) + (2x(1) + x(z)) log(t+1) )
1 (¥ — 2xgt) — 2(2xg + x5) log (¢ + 1)
N ( L[t(t+2) —2log(t +1)] )} |

2
log(t+1) — %]

13.  Decide de forma razonada si cada una de las siguientes afirmaciones
es verdadera o falsa.
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(a) Existe una ecuacioén del tipo y” + a(t)y’ +b(t)y = 0cona,b €
C(R) tal que y(t) = t° es solucién.

(Febrero 1989)

A

(b) Existe una matriz nilpotente A € My(R) tal que ¢ es también

nilpotente.

(Febrero 1989)

(c) Dadas @(t) y ¥(t) matrices fundamentales de un mismo siste-
ma lineal homogéneo, se cumple que @ (t)¥(t)~! es constante.

(Septiembre 1989)

(d) Sea A € My(R). Si A es antisimétrica (respectivamente simé-
trica), entonces e es antisimétrica (respectivamente simétrica).

(Febrero 1991)
e xiste una solucidén no trivial de x* + sen(t)x’ = ue satistace
( ) E . 1 ., . . 1 d // / O q . f
x(0) = x(mr) = 0.
(Febrero 1994)

(f) {e!,sen(t)} es un sistema fundamental de soluciones de una
ecuacion diferencial de la forma x” + a(t)x’ + b(t)x = 0 con
a,b: R — R continuas.

(Junio 1994)

(g) Sean f; y f» dos soluciones linealmente independientes de la
ecuacion x”" + a;x’ +ax = 0 con ay,a, € R. Entonces el wrons-
kiano W(f1, f») es constante si y sélo si a; = 0.

(h) Sea A € M3(R) con un valor propio « tal que
dim(Ker[A — al]) = 3.

Entonces su forma canodnica de Jordan es

a 0 0
0O a« O
0 0 «
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(Septiembre 2003)

Solucién : (a) FALSA. De ser y(t) = t° una solucién se tendria que

_ 5ta(t) +20

b(t) = ;

como fruto de una verificacién inmediata, funcion la cual resulta no
ser continua en t = 0.

(b) FALSA. En efecto, supongamos que A fuese una matriz nilpoten-
te de orden k, es decir, A = 0. Razonamos por reduccién al absurdo.
En caso de que existiera n € N tal que (e”)" = 0 se concluye que

0 = det <(eA)”> = (det(eA)>n #0,

lo cual nos conduce a contradiccién.
(c) FALSA. En efecto,

(d)(t)‘if(t)_1>/ = O/ (H)W(H) "L — ()W) W ()W ()L
= AD(HW(H) - o ()W () TAY(H ()]
= AD(HW(H) - o(H)W(t) 1A,

que es la matriz nula si y s6lo si @ (¢)¥(¢t) ! y A conmutan. Baste por
ejemplo considerar la ecuacion x” = 0 para observar que

(D(t):((l) i) ‘P(t):(é {)

son dos matrices fundamentales tales que

womo = (31) ()~ (4

no es una matriz constante.

(d) VERDADERA para el caso simétrico y FALSA para el caso anti-
simétrico. El contraejemplo para el caso antisimétrico es obvio: Oy es

— N~
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antisimétrica mientras que ¢’N = Iy no lo es. Demostramos ahora la
veracidad del enunciado para el caso simétrico. Para ello denotamos
por S,(X) ala sucesién de sumas parciales de eX. Se tiene

no(ATYE o (AR\T noak\ "
sian = 5 5 h = 3 Y= <k20%> = [su(a)",

de donde al pasar al limite n — oo se obtiene eA" = ()T Se conclu-

AT — oA, ya que por hipétesis

ye entonces teniendo en cuenta que e
A=AT

(e) FALSA. Si asumimos y = x/,la ecuacion se puede reescribir como
una de primer orden de la siguiente forma: v’ + sen(t)y = 0, que
tiene sus variables separadas. En efecto,

/

t
% = —sen(t) = y = Ce®) = x(t) = x(0) +C/ ) ds, C e R.
0
Si asumimos x(0) = 0 entonces ha de ser
7T
x(m) = C/ e®*s) ds |
0

que so6lo se anula si C = 0.

(f) FALSA. En efecto,

el sen(t)

W(et,sen(t)): el cos(t)

‘ = ¢(cos(t) — sen(t)),

que se anula para los valores t = Z(1 + 2k) con k € Z.

(g) VERDADERA. La matriz de coeficientes del sistema 2 x 2 asocia-
do ala ecuacién x” + a1x’ + a,x = 0 es

A:( 10 )
—a; —m

Entonces la férmula de Jacobi-Liouville establece que

W(fi(), (1)) = W(fi(to), fa(to)) e 770),

de modo que W(f1(t), f2(t)) s6lo puede ser constante si a; = 0.

(h) VERDADERA. De hecho, la tnica matriz A € M3 que cumple
la condicion dim(Ker[A — «l]) = 3 es A = al3, ya que el subespa-
cio propio asociado al valor propio « es R?, es decir, Ax = ax para
cualquier vector x € R3.
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14.

Se considera la ecuacion diferencial x” 4+ x = 0. Denotemos por S(t)
a la tinica solucién de esta ecuaciéon que satisface S(0) =0y S'(0) =
1y por C(t) a la tinica solucién que satisface C(0) = 1y C'(0) = 0.
Prueba las siguientes afirmaciones:

(a) Las soluciones S(t) y C(t) son infinitamente derivables y estan
definidas en R.

(b) S'(t) =C(t) yC'(t) = —S(t) paratodo t € R.

(c) S(t)>+ C(t)> =1paratodot € R.

(d) El wronskiano de S(t) y C(t) vale —1.

(e) S(t£a) = S(t)C(a) £ C(t)S(a) para cualesquiera t,a € R.
(f) C(t£a) = C(t)C(a) F S(t)S(a) para cualesquiera t,a € R.

(g) Existe « € RT minimo tal que C(a) = 0. Llamaremos a ese
ndamero 7.

(h) S(t+2m) = S(t)y C(t+2m) = C(t) para todo t € R.

Solucién : (a) Es inmediato por la propia definicién de solucién, ya

que x2K)(t) = —x(t) es una funcién continua y derivable en R y
x(Z+1) (1) = —x/(t) también es continua y derivable en R, para cual-
quier k € N.

(b) Como S(t) resuelve x”" +x = 0con S(0) = 0y S’(0) = 1, se tiene
que

§"+S =0, 1= S’(O) = S”/(O), 0= S(O) = —S”(O).

Sabemos que C(t) también resuelve C"'(t) + C'(t) = 0 con datos
iniciales C(0) = 1y C’(0) = 0, luego por unicidad ha de ser S’ = C
y también C' = §” = —8.

(c) Definimos r(t) := S(t)? + C(t)?. Entonces
¥ (t) = 25(t)S'(t) +2C(+)C'(t) = 2S(t)C(t) — 2C(t)S(t) = 0,

para lo que hemos utilizado el apartado (b). Como consecuencia la
funcion r(t) ha de ser constante, y al saber que

r(0) = S(0)> +C(0)> =1
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se deduce quer = 1.

(d) En efecto,
WisO.C0)= | o) G|
= S(H)C'(t) = S'(H)C(t) = =S()> = C(t)* = —1

en virtud de lo demostrado en (c).
(e) Definimos g% (t) := S(#)C(a) £ C(t)S(a). Tenemos

(8%)'(t) = S'(t)C(a) £ C'(t)S(a),
(8%)"(t) = $"(£)C(a) = C"(#)S(a)
= =5(t)C(a) FC(1)S(a) = —gi. (1)

Luego ¢% () satisface x”/ + x = 0 con
84(0) = £5(a), (84)'(0)=C(a), g2(a) =0,
(") (a) = S'(a)C(a) — C'(a)S(a) = C(a)* + S(a)*> =1.

Es evidente que S(t + a) resuelve la ecuacion diferencial x” + x = 0
sujeta a las siguientes condiciones iniciales:

S(t+a)(t=0) = S(a) = g%(0),
S/(+a)(t = 0) = §'(a) = C(a) = (4)(0),
S(t—a)(t=a)=5(0)=0=g"(a),
S'(t—a)(t=a)=5'(0) =1=(g")"(a)

Concluimos entonces que ha de ser S(t +4a) = g% (f) por unicidad.
(f) De (b) se deduce que C(t +a) = S'(t +-a), que a su vez es igual a
S'(+)C(a) £ C'(t)S(a) gracias a (e). Por tanto
C(t+a) = S'(t)C(a) £C'(t)S(a)
= C(t)C(a) £ (=5(t)S(a)) = C(¢)C(a) F 5(t)S(a),

donde se ha vuelto a utilizar (b).

(g) Razonamos por reduccién al absurdo. Supongamos para ello que
C(t) # 0 para todo t € (0,00). Como C(t) es continua y C(0) =
1, se ha de verificar que C(t) > 0 para todo t € [0, 00). Entonces
C"(t) = —C(t) < 0 en [0,00), por lo que C(t) ha de ser concava
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15.

y C'(t) decreciente en [0, 00). Luego para cualquier t; > 0 se tiene
que C'(tg) < 0, es decir, la recta tangente a C(t) en t = f corta al
eje de abscisas en algtin punto, de modo que necesariamente ha de
existir « € [0, 00) tal que C(«) = 0. Esto contradice nuestra hipotesis
de partida. Por consiguiente, C(¢) se anula en el intervalo (0, 00).
Consideremos entonces el conjunto de todos los puntos en que C(t)
se anula,

A={a>0:C(ax) =0},

y veamos que admite un minimo. Sea {a, },eny C A una sucesion
minimizante, es decir, {a,} — &y cuando n — oo, siendo gy > 0 el
infimo de A. Se trata finalmente de comprobar que ap = min{A}.
Pero gracias a la continuidad de C(f) se tiene que

{0} = {C(an)} — C(ag) =0

cuando n — oo, luego &y € A y por tanto es su minimo.

(h) Usando repetidamente lo demostrado en (e) se tiene que
S(t+2m) = S(t)C(2m) + C(t)S(2m)
— S(t)C(27) + C( )(2 )
= S(1C(2m) +C(1) (4c(m)S (5 ) (3)) = stcer),

donde hemos empleado también el resultado de (g). Por otro lado,
en base a (f) y (c) se tiene que

C2m) =C(n)? - S(n)?=1-25(n)? =1,
de donde se deduce que
S(t+2m)=S(t), C(t+2m) =C(t)C(2m) —S(t)S(2m) = C(t),

para todo t € R.

© ¢~ %gen(to) © ¢~ % cos(to)

- =\ = do.
0 Vo o 0 Vo o
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16.

u . : : .
Demuestra que ( o ) es soluciéon de un sistema lineal homogéneo

y resuelve dicho sistema?.

Solucién : Tenemos
u'(t) :/ Voe %cos(to)do, U(t) = —/ Voe %sen(to)do,
0 0

de cuyas expresiones se deducen facilmente (integrando por partes
en repetidas ocasiones) las siguientes relaciones:

1 1
‘= _(v—tu), U =— (u+ttv).
u 30180 (v—tu), v 2(1+t2)(u+ v)

. u . . )
Por tanto, se tiene que ( o ) resuelve el sistema lineal homogéneo

x" = A(t)x con

=it (1)

Sea @ € C!(R,R"N) solucién del sistema x’ = Ax con A € My(R).
Demuestra que f(t) es solucion de x’ = Ax + ¢(t) y aplica este
resultado para resolver

1 -1 0 et
=11 1 =1 Jx+| 0 |. (3.31)
2 0 —1 et

(Julio 2004)

Solucién : Como ¢ es soluciéon de x’ = Ax se tiene que

(to(t)) =to'(t) + o(t) = A(te(t)) + o(t),

luego t es solucion de ' = Ax + .

J oo 12
SRecuérdese que [§° e dt =

N
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Resolvemos en primer lugar el sistema homogéneo

1 -1 0
X =Ax, A=|1 1 -1 |.
2 0 -1

Los valores propios de A son A; = 0 (doble) y A, = 1 y la forma
candnica de Jordan asociada a esta situacion es, en nuestro caso,

000
J=( 100
001

ya que rango(A — A;I3) = rango(A) = 2. Para construir la matriz de
paso elegimos

1 1
u=(0>eKer(A—I3), v:<1)€Ker(A)
1 2

y w € R3 tal que Aw = v, por ejemplo

Entonces

112 0 -2 1
p=(011}|, P'=( -1 0o 1].
12 2 1 1 -1

Usando ahora la descomposicion

000 000
J=B+N=|000]+(100]|,
001 000
10 0 100 0 -2 1
01 0 t 10 -1 0 1
0 0 ¢ 0 01 1 1 —1

(2ef1 2(et —1—1t) 2(1ef)+t)

tenemos

—2t 1—e +1t
2(et —1) 2(ef —1—-2t) 3—2(el — 1)

(9™
L
|
—_
~
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t

e
Por otro lado es claro que ¢(t) = | 0 | resuelve la ecuacién homo-
t
e
te!
génea x' = Ax, porloquete(t) = [ 0 | esuna solucién particu-
te!

lar de la ecuacién completa (3.31). Finalmente, la solucion general de
(3.31) se puede expresar de la siguiente forma:

20 —1 2(ft—1—t) 2(1—ef)+t tet
x(t) = el —1 el — 2t 1—et+1t xo+ | O
2(et —1) 2(ef —1-—2t) 3—2(ef —1t) te!

con xg € R3 arbitrario.
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CAPITULO 4

Teoria de comparacion de Sturm

1. Decide razonadamente si es verdadera o falsa la siguiente afirma-
cion:

Las soluciones de la ecuacion

I et B
x+(FH)x—m £>0, (4.1)

tienen infinitos ceros.

(Septiembre 1990)

Solucion : VERDADERA. En efecto, es claro que

{g:(t)} = { tj——tl} —¢>0 cuandot — 0.

Por tanto, podemos garantizar la existencia de ty € R tal que
€
q(t) —¢] < 5 Vi>to,
luego en particular g(t) > 5 Vt > to. Comparamos (4.1) con la ecua-
cion

¢+§x:0 (4.2)

en (fp, 00). Por el teorema de comparacion de Sturm, entre dos ceros
de cualquier solucién de (4.2) debe existir al menos un cero de toda
solucién de (4.1). Ahora bien,

x(t) = sen <\/§t)
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es una soluciéon de (4.2) con infinitos ceros en (ty, o), luego toda
solucion de (4.1) tiene infinitos ceros en (fg, 00).

2. Estudia las propiedades de oscilacién en (0, co) de las ecuaciones

(@ x"+x+(A+eHx=0, 1R
(b) 2x" +tx' +APx =0, A >0

(c) x" —efx =0

Solucién : (a) Multiplicando la ecuacién por e

birla en forma autoadjunta:

conseguimos reescri-

(') +q(t)x =0, q(t)=Ae' +1. (4.3)

Claramente g(t) > Ae! para todo t > 0, luego podemos comparar
(4.3) con la ecuacién (efx’)’ + Aefx = 0, que es equivalente a

X+ X+ Ax=0. (4.4)
Las raices de la ecuacién caracteristica asociada a (4.4) son de la for-

ma
o TIEVI=
- ’ ,

luego debemos distinguir dos casos:

(i A > 411 produce dos raices complejas conjugadas de la ecuacién
caracteristica, luego las soluciones de (4.4) son de la forma

x(t) = e 2 {A cos (# t) + Bsen (# t)}

para cualesquiera A,B € R, las cuales tienen infinitos ceros.
Por consiguiente, toda solucién de (4.3) tiene infinitos ceros.

(i) SiA < % las soluciones de (4.4) tienen a lo sumo un cero, por
lo que la teoria de Sturm no nos permite sacar conclusiones. Es
necesario en este caso, por tanto, comparar con otra ecuacion.
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(ifla) Si0 < A < }L, entonces 1 < <% — A)et para valores su-

ficientemente grandes de t. Por tanto, podemos afirmar que
existe ty > 0 tal que

g(t) < 5 VE> 1> 0.

Comparamos entonces (superiormente) la ecuacién (4.3)
con

x”—i—x’+§:0, (4.5)

cuyas soluciones son de la forma

t

x(t)=Ae 2 +Bte 2, ABER,

las cuales tienen a lo sumo un cero. La teoria de Sturm
indica entonces que las soluciones de (4.3) también tienen
a lo sumo un cero.

(iib) SiA = }L no podemos obtener conclusiones basandonos en
la teoria de comparacién de Sturm.

(b) Consideremos el cambio de variable
x(t) = u(VAt),
el cual conduce a la siguiente ecuacion:

AU (VAE) + VAR (VAE) + APu(VAE) =0,

o bien
2u” (t) 4 tu' (t) 4+ u(t) = 0 (4.6)

sin més que considerar la transformacion v/At — t. Obsérvese que
esta ecuacion ya no depende de A, luego el comportamiento de las
soluciones de

2x" +tx + APx =0 4.7)

tampoco. La ecuacion (4.6), equivalente a (4.7), es una ecuacién de
Bessel de indice cero (ver Capitulo 6). Para analizarla planteamos el
cambio de variable 0

t

u(t) = vk (4.8)
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el cual conduce a la siguiente nueva ecuacion:

ty + (%ﬂH?)y:o. (4.9)

g .. ) 3
Como t > 0, podemos dividir la ecuacién anterior por t2 y obtene-
mos

1
" _ _
v +qt)y=0, q(t) = 12 +1.

Ademés, de (4.8) se deduce facilmente que los ceros positivos de u(t)
y de y(t) son los mismos. Es obvio que q(t) — 1 cuando t — oo, por
lo que ha de existir ) > 0 tal que

1
q(t)>§ Vi>ty>0.

Podemos comparar entonces la ecuacion (4.9) con

n, Y _
y+2 0

cuyas soluciones, las cuales responden a la forma

y(t) = Acos <\/7§t> + Bsen (\/TEt), ABeR,

tienen todas infinitos ceros (positivos). Consecuentemente, la teoria
de comparaciéon de Sturm se aplica para concluir que todas las so-
luciones de la ecuacién de Bessel (4.6), y por consiguiente todas las
soluciones de (4.7), tienen infinitos ceros (positivos).
(c) Se tiene que

g(t) = —e' < -1 sit>0.
Las soluciones no triviales de

X'—x=0

son de la forma x(t) = Ae' + Be™! y tienen a lo sumo un cero posi-
tivo, luego las soluciones de x” — e'x = 0 tienen a lo sumo un cero
positivo.
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CAPITULO 5

La ecuacion periddica

1. Se considera la ecuacion escalar x’ = a(t)x cona € C(R) y T-
periddica. Se pide:

(a) Probar que admite soluciones T—-periddicas no triviales siy s6lo
si [ a(t)dt = 0.

(b) Si dicha ecuacion tiene soluciones nT—periddicas con n € N,
entonces estas soluciones son T—periédicas.

(c) Si ¢ € C(R) admite dos periodos 0 < T1 < T, y T, ¢ T1Q,
entonces @ es constante.

(d) Deducir de los apartados anteriores que la ecuacién no admite
otras soluciones periddicas (no triviales) que las T—periddicas
amenos que a = 0.

Solucion : (a) De izquierda a derecha: La solucién general de la ecuacion
x'=a(t)xes

x(t) = Kela©)ds g e R,
Por hipotesis x(t) = x(t + T) para todo t € R, luego

/Ota(S) ds = /OHTa(s) ds = /Ota(s) ds + /tHTg(S) ds.

Esto implica que [/*T a(s)ds = 0. En particular, para t = 0 se con-

cluye que [y a(t)dt = 0.

113



114

De derecha a izquierda: Consideremos una solucién cualquiera
x(t) = keloa(s)ds

para algun k € R. Esta solucién serd T—periddica si x(t) = x(t + T)
para todo t € R, es decir, si

/Ota(S) ds = /OHTa(s) ds = /Ota(s) ds + /tHTa(S) ds

para todo t € R o, equivalentemente, si
t+T
‘P(t):/ a(s)ds=0 VteR.
t

Pero V' (t) = a(t+ T) — a(t) = 0 para todo t € R por ser a(t) T-
periddica. Por consiguiente ¥(t) es constante y, como ¥(0) = 0 por
hipétesis, ha de ser ¥ = 0 lo que implica que x(t) es T-periddica.

(b) Sea
x(t) = x(0) eloals)ds

una solucion nT—peridédica. Entonces x(nT) = x(0), lo que se traduce
eneld aldt — 1o, equivalentemente, [T a(t) dt = 0. En ese caso

O:/OnTa(t)dt
T 2T nT
/0 a(t)dt-i—/T a(t)dt—l—---—l—/(n_l)Ta(t)dt

T
:n/o a(t)dt. (5.1)

En efecto, dado k € N tal que 1 < k < n el cambio de variable
t = u+ (k—1)T y la T-periodicidad de la funcién a(t) permiten
concluir que

/(kT )Ta(t) dt = /OTa(u+ (k—1)T)du = /Tg(u)du.

k-1 0

Por tanto, en virtud de (5.1) se obtiene que [J a(t)dt = 0, lo cual
implica que x(f) es T—periddica segtin lo probado en (a).

(c) Haremos uso del siguiente resultado algebraico:
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Teorema 1. Todo subgrupo G de R o bien es denso en R o bien es de
la forma G = aZ con x € R.

En nuestro caso consideramos
G={TeR:p(t+T)=9¢(t) VteR},

es decir, el conjunto de los periodos de ¢ € C(R). En primer lugar
observamos que G es un subgrupo aditivo, ya que si T1, T, € G en-
tonces @(t+ T1) = ¢(t) y o(t + T2) = ¢(t) para todo t € Ry, por
tanto,

p(t+(T1+T2) =((t+T)+T2) =@t +T1) = (t) VteR.

Luego G = Robien G = aZ con « € R. Si fuese G = aZ y
Ty, T, € G, habrian de existir p,q € Z talesque T1 = apy T, = aq,

lo cual nos conduciria a la siguiente contradiccion: % = g € Q. Por

consiguiente ha de ser G = R, de donde se deduce que @ es necesa-
riamente constante. En efecto, sean xg € R fijo, x € Ry {T,} C G
tales que {T,} — x — x9 € R cuando n — oco. Entonces

¢(x) = o(xo+ (x = x0)) = @(xo + m {T,,}) =
Jim {p(xo+Tn)} = lim {¢(x0)} = ¢(x0) VxeR.

(d) Razonamos por reduccién al absurdo. Supongamos que la ecua-
cién x’ = a(t)x admite una solucién, x(t), T-periédica con T # T
y T # TQ, ya que en caso contrario x(t) también seria T-periédica
segun lo probado en (b). Entonces a(t) es T—periddica (por hipote-
sis) y, como veremos a continuacion, también T—peri(’)dica. En efecto,
observamos en primer lugar que si una funcién f es T—periédica su
derivada también lo es, ya que

f(u+T)= lim {f(x) —f(u+T)}

x—u+T x—u—T

{f(v+T)—f(u+T)}

0—1u

= lim{M} = f'(u) YueR.

o—u 0—1u

= lim
v—u

Ahora bien, si x(t) es una solucién T—periddica no trivial se tiene que

a)x(t) =X () =X (t+T)=a(t+T)x(t+T) = a(t+ T)x(t),
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luego a(t) también es T—periddica. Entonces, en virtud de lo demos-
trado en (c) la funcién a(t) es constante, a(t) = a, y por (a) se tiene
que

T
/ a(t)dt=aT=0=a=0,
0

lo cual contradice una de las hipétesis satisfechas por la funcién a(t).
n

Encuentra un sistema T—peridédico con alguna solucién periddica que
no admita el periodo T.

Solucion : Considérese el siguiente sistema 1—periédico:

x' = sen(2mt)x

y =z :
2 =—y
del cual
X 0
y | = | sen(t)
z cos(t)

es una solucién 277—peridédica que no es 1-periddica.
[

Sea C una matriz de monodromia del sistema T—periédico x’ = A(t)x.
Prueba que

T

det(C) = exp { /O traza(A(s)) ds} .

Decide si existe algtin sistema periddico 2 x 2 con los siguientes mul-
tiplicadores caracteristicos:

(a) 7\1:1}7/\2:—1.
(b) A1=iY/\2=—i.
(C) AlzlyA2:1
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(d) M =0y =1.

Solucién : Sea @ (t) una matriz fundamental principal en cero. Enton-
ces C = @(T) es una matriz de monodromia. Usando la férmula de
Jacobi-Liouville para la matriz @ (t) evaluada en t = T obtenemos

det(C) = det(®(T))
= det(®(0)) exp {/OT traza(A(s)) ds}

— exp {/OTtraza(A(s))ds} . (52)

Como todas las matrices de monodromia son semejantes entre si to-
das tienen el mismo determinante, luego la identidad (5.2) es valida
para cualquier matriz de monodromia.

Los casos (a) y (d) no pueden darse, ya que para cualquier matriz de
monodromia C ha de verificarse det(C) = A1A,, que no puede ser ni
negativo ni nulo en virtud de la expresion (5.2). Los casos (b) y (c),
por el contrario, si pueden ocurrir. Por ejemplo,

() -(30)()

ilustra el caso expresado en (b) y

)= a)(3)

el expresado en (c).

4. Dado el sistema T—periédico x’ = A(t)x, denotemos por Z al con-
junto de todas sus soluciones T—periddicas. Demuestra que Z7 es un
subespacio vectorial del conjunto de soluciones del sistema tal que
dim(Z7) = dim(Ker[C — I]), donde C es una matriz de monodro-
mia.
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Solucién : Que Zt es un subespacio vectorial del espacio de solucio-
nes es de comprobacién inmediata. Comprobemos entonces la igual-
dad entre las dimensiones. Sea para ello @ (f) una matriz fundamen-
tal principal en ty. Entonces podemos describir Z7 de la siguiente
forma:

Zr ={p € C'(R,RY) : ¢/(t) = A(t)o(t), 9(t+T) = p(t) Vt € R}
={p e CY(R,RY) : o(t) = O(t)xg, @(t+T) = @(t) Vt € R}.

Definimos L : Ker(C — I) — Zt como L(xg) = ®(t)xo. La aplicacién
L esta bien definida, ya que dado xy € Ker[C — I] se tiene que la
funcién

(a) essolucion, ya que @ (t) es una matriz fundamental;

(b) es T—periddica. En efecto,

xp € Ker[C — I] = Cxp = xg
= O(t)xg=D(H)Cxg=D(t+T)xg= @(t+T) = @(t).

Ademads, es inmediato comprobar que L es un isomorfismo lineal,
con lo que se concluye la igualdad entre las dimensiones de los es-
pacios de partida y de llegada de L.

Se considera el sistema 271—periédico

x’:<_(;2 é)x, p > 0. (5.3)

Encuentra una matriz de monodromia y los multiplicadores caracte-
risticos.

Solucion : El sistema (5.3) es claramente equivalente a la ecuacion li-
neal de segundo orden x” + p?>x = 0, de la cual un sistema fun-
damental de soluciones es {sen(pt), cos(pt)}. Por tanto, una matriz
fundamental es

B cos(pt)  sen(pt)
O(t) = ( —pser;:(pt) PCOSngt) ) '
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Esta matriz no es principal en cero, pero una manipulacién algebrai-
ca sencilla en el coeficiente sen(pt) (y, por tanto, en su derivada) nos

conduce a
B cos(pt) 5 sen(pt)
Y(t) = ( _psen(pt) pCOS(pt) ) ,

que si es principal en cero.! Por consiguiente, para construir una ma-
triz de monodromia basta con evaluar

- B cos(27p)  ysen(2mp)
C=YQ2n) = ( _psen(27p) pcos(an) ) .

Para calcular los multiplicadores caracteristicos basta con observar
que el polinomio caracteristico de la matriz C,

pA(C) = det(C — AL) = A2 —2cos(2p)A + 1,
se anula si y solamente si

A = cos(2mp) £isen(2mp).

6. Sea C una matriz semejante a una matriz de monodromia C del sis-
tema T-periodico x' = A(t)x. ;Es C una matriz de monodromia de
dicho sistema?

Solucién : SI. Como C y C son semejantes ha de existir una matriz
regular P tal que C = PCP~!. Sea @ (t) una matriz fundamental de
x" = A(t)x. Entonces @ (t + T) también lo es y, como C es una matriz
de monodromia, se tiene que @ (f + T) = @(¢)C. Por tanto,

O(t+T)=0(t)PICP = o(t+T)P L =0(t)P'C.

Finalmente, como ¥(t) = ®(t)P~! también es una matriz funda-
mental (cf. Proposicién 2) y se satisface ¥(t + T) = ¥(¢)C, podemos
concluir que C también es una matriz de monodromia.

INotese que {sen(pt), % cos(pt)} tiene el mismo derecho a ser una base de soluciones

que {sen(pt),cos(pt)}
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7. Se considera la ecuaciéon de Hill x” + (a + bp(t))x = 0,cona,b € R
y donde p € C(R) es T—periddica. Sean f1(t) y f2(t) dos soluciones
linealmente independientes tales que

fi(0)=£0)=1 y f(0) = f(0) =0.

(a) Demuestra que los multiplicadores caracteristicos satisfacen la
ecuacion
A2 —D(a,b)A+1=0,

donde D(a,b) = f1(T) + f5(T).
(b) Demuestra quesi —2 < D(a, b) < 2, entonces los multiplicado-
res caracteristicos son complejos conjugados con médulo igual

a 1y las soluciones, al igual que sus primeras derivadas, estdn
acotadas en R.

(c) Demuestra que si D(a,b) < —2 o bien D(a,b) > 2 entonces
existe una solucién no acotada.

(d) Demuestra que si D(a,b) = 2 entonces existe una solucion de
periodo T. Asimismo, si D(a,b) = —2 entonces existe una so-
lucién de periodo 2T que no es T—periddica.

(Febrero 1978)

Solucién : (a) La ecuacion de Hill de nuestro problema es equivalente
al sistema lineal

(iiy:(—ﬂf@w>é)<2)- (5.4)

Como por hipétesis f1(t) y f2(t) son dos soluciones linealmente in-
dependientes, se tiene que

AW R
ow = (40 40

es una matriz fundamental que ademas es principal en t = 0 por las
condiciones del problema. Por tanto,

(AT (D)
C‘””‘(ﬂ@)ﬂﬂ)
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es una matriz de monodromia. Luego los multiplicadores caracteris-
ticos satisfacen la ecuacién

pA(T) = (fi(T) = A)(f2(T) = A) = A(T) fo(T)
=N = (fi(T) + f2(T)A+ A(T)f3(T) = fi(T) f2(T)
= A2 -D(@,bA+1=0,

donde hemos usado que
A(T)A(T) = F(T)f2(T) = det(C) = el TazaAEN & — g

en virtud del Ejercicio 3.

(b) Resolvemos la ecuacién caracteristica encontrada en el apartado
anterior: A> — D(a,b)A + 1 = 0. Se tiene que

7 V 7 2 —
A= D(a,b) £ ZD(a b)? —4 con0 < D(a,b)2 <4,

es decir,
D(a,b) , .\/4—D(a,b)?
A= +
2 2 ’
de donde se comprueba facilmente que |A| = 1. Como los dos multi-
plicadores caracteristicos son complejos (conjugados) se tiene que el

sistema es acotado, luego x(t) y x’(t) son funciones acotadas.

(5.5)

(c) En ambos casos se deduce facilmente a partir de (5.5) que al me-
nos uno de los multiplicadores caracteristicos es o bien > 1 o bien
< —1, luego en cualquier caso ha de tener médulo > 1. Denotemos
por Ag dicho multiplicador caracteristico. Entonces existe una solu-
cién no trivial de (5.4), a la cual denotaremos por ¢(t), que satisface
@(t+T) = Ape(t) paratodot € R. Sisuponemos cierta la propiedad

o(t+(n—1)T) = A7 o(t),
un simple argumento inductivo nos permite concluir que
p(t+nT)=p(t+n—1DT+T)=Aet+(n—1)T) = A @(t).
Por tanto

{le(t+nT)[[} = {IIAge @} = {|Ao*le(®)[[} — oo

cuando n — oo, luego ¢(t) no es acotada.
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(d) Si D(a,b) = 2, A = 1 resuelve claramente la ecuacion (cf. (a))
A —2A+1=(A-1)2=0.

Por tanto A = 1 es un multiplicador caracteristico del sistema (5.4),
lo cual se traduce en la existencia de una solucién T—periédica del
mismo. Si por el contrario D(a,b) = 2, es inmediato comprobar que
A = —1 resuelve la ecuacién

M 42A+1=(A+1)2=0,

por lo que se trata de un multiplicador caracteristico del sistema
(5.4). Consecuentemente se tiene garantizada la existencia de una so-
luciéon 2T—-periddica de (5.4) que no es T—periddica.

Demuestra que la ecuacion de Hill x” + p(t)x = 0 con p continua, T—
periddica, negativa y no constantemente nula, no admite soluciones
T—periddicas no triviales. Andlogamente, encuentra criterios de no
existencia de soluciones T—periddicas para la ecuaciéon

X" +cx' +p(t)x=0, ¢>0.

Solucién : Como p(t) < 0 para todo t € R por hipétesis, podemos
usar la teoria de Sturm para comparar las soluciones de x” + p(t)x =
0 con las rectas x(t) = A + Bt, las cuales resuelven la ecuacion x”/ =
0. En efecto, si la ecuacion de Hill x” + p(t)x = 0 admitiese una
solucién T-periddica no trivial, u(t), podrian plantearse los dos si-
guientes casos:

= u(t) se anula infinitas veces (ya que, por periodicidad, si tuvie-
se al menos un cero habria de tener infinitos). Esta posibilidad
conduce inmediatamente a una contradiccién, ya que entre dos
ceros consecutivos de u(t) tendria que haber al menos un cero
de cualquier solucién de x” = 0, lo cual es obviamente falso
(considérese, por ejemplo, x(t) = k # 0).

» u(t) es una funcién T—periddica que no se anula, en cuyo caso
ha de tener signo constante. Entonces u” = —p(t)u también
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tiene signo constante, es decir, no cambia la concavidad de u(t).
Pero la tnica posibilidad de que u(t) sea continua, T-periddica
y tal que su curvatura tenga signo constante es que u(t) = C €
RR. Sin embargo la tinica solucién constante de la ecuacién x” +
p(t)x = 0es x = 0, lo cual nos conduce a una contradiccién (cf.
Ejercicio 14).

La misma condicién sobre la funcién p(t) es suficiente para concluir
que la ecuaciéon

X"+ +p(t)x=0, ¢>0, (5.6)

no admite soluciones T—periddicas no triviales. En efecto:

» Si u(t) fuese una solucién T—periédica (no trivial) de (5.6) la
misma discusién que en la situacién anterior es pertinente. Po-
demos comparar (5.6) con la ecuacién x” + cx’ = 0 para con-
cluir que u(t) no se puede anular, ya que en caso contrario en-
tre dos ceros consecutivos de u(t) tendria que existir al menos
un cero de cualquier solucién de x” + cx’ = 0. Pero todas las
soluciones de x” + cx’ = 0 son de la forma

x(t)=A+Be“, ABER,
las cuales a lo més se anulan una vez.

= Si por el contrario u#(t) no se anulara habria de conservar el sig-
no (bien sea positivo o negativo). Entonces (#' + cu)’ = —p(t)u
tendria también signo constante (porque p(f) lo tiene), lo cual
se traduce en que 1’ + cu seria estrictamente mondétona. Pero
sabemos que u’ + cu es T—periddica (cf. Ejercicio 1 (d), donde
se prueba que la derivada de una funciéon T—periddica es tam-
bién T—periddica), lo cual genera una contradiccion.

9. Se considera la ecuacién x’ = A(t)x, donde A : R — Mpy(R) es
continua y T—periédica. Sea ®(¢) una matriz fundamental principal
en cero y C la correspondiente matriz de monodromia. Demuestra
las siguientes afirmaciones:
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(@) ®(t+nT) = O(t)C" paratodon € Nyt € R.

(b) Si A es un valor propio de C con |A| > 1, entonces existe una
solucién no acotada.

(c) Si todos los multiplicadores caracteristicos tienen médulo me-
nor que 1, entonces todas las soluciones tienden a cero cuando
t — 0.

Solucion : (a) Razonamos por induccién sobre n € N. La propiedad
es conocida paran = 1: ®(t 4+ T) = ®(t)C. Formulamos la siguiente
hipétesis de induccion:

O(t+(n—-1T)=d0(H)C" !, teR.
Entonces

O(t+nT)=0(t+(n—1)T+T)=0(t+(n—-1)T)C
= (1) C"IC = @(t)C",

lo que concluye la prueba.

(b) Sea xy un vector propio de C asociado al valor propio A, es decir,
Cxo = Axg y sea @ (t)x( una solucién del sistema x’ = A(t)x. Enton-
ces O (t+ nT)xg también es solucién del sistema (por ser la matriz A
T—perioddica) y satisface
U@ +nT)xol[} = {[[@(H)C" x|} = {[|@(#)A"x0][}
= {IAl"[[@(#)x0ll} — o0

cuando n — oo, para lo cual hemos usado el resultado de (a).

(c) Como por hipétesis el radio espectral de C es < 1, es conocido
que {||C"||} — 0 cuando n — oo. Por tanto se tiene que

Ul +nT)[I} = {0} < max {[[e)[HIIC} — 0

cuando n — oo, donde hemos hecho uso nuevamente de lo demos-
trado en (a).
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10. Resuelve las siguientes cuestiones:

(a) Demuestra que si la matriz A tiene un valor propio de la for-

ma ZkTm, con k € Z, entonces x' = Ax tiene una solucién T-
periddica.
(b) Demuestra que la ecuaciéon x” = f(t), con f continua y T-

periddica, tiene soluciones T—periddicas si y sélo si fOT f(t)dt =
0.

(c) Discute la existencia de soluciones 27—periddicas de la ecua-
cion y” + A%y = p(t), donde A € Ry p es continua y 27—
periddica.

(d) Sea la ecuacion diferencial x’ = A(t)x, con A(t) continua'y T—
periddica. Demuestra que si un multiplicador caracteristico es
raiz n—ésima de la unidad, entonces existe una solucién perio-
dica de periodo nT.

(e) Halla una condicién necesaria y suficiente para que la ecuacién
x"+ (sen(t))x = f(t), con f continua y 27—peri6dica, tenga so-
lucién 271—periddica.

(Septiembre 1987)

(f) Demuestra que si J{ traza(A(s))ds > 0 entonces el sistema T—
periodico x’ = A(t)x es no acotado.

(g) Decide de forma razonada si cada una de las siguientes ecua-
ciones tiene solucién m—periddica:

x"+4x =sen(4t), x"+4x=sen(2t), x"+4x=sen(t).
(Junio 2004)
(h) Prueba que el sistema lineal
,_(a(t) O
x—(wwam)“
cona, b € C(R) y T-periddicas, admite soluciones T—periddicas

no triviales si y solamente si fOT a(t)dt = 0.

(Junio 2004)
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Solucién : (a) Si % es un valor propio de A también lo es su conju-

gado —%. Por tanto, como x’ = Ax es un sistema lineal con coefi-
cientes constantes se tiene que las funciones

cos (Zkﬂ ) sen <2k7r t)
T J’ T
son soluciones. En particular, x(t) = cos (%T t) es una solucién T—
periddica:

cos (%T (t+ T)) = cos (%T t+ 2k7r) = oS (%T t) :

(b) La ecuacion se puede expresar matricialmente de la siguiente for-
ma: .
X1 (01 X1 n 0
X2 N 00 X2 f(t) '
Como la matriz de coeficientes del sistema,
01
A=(50)-

es nilpotente, podemos calcular facilmente una matriz fundamental
del mismo (que ademas es principal en t = 0):

@@:e“:(éi).

Por tanto una matriz de monodromia es

C:®Uy:<éf),

cuyo unico valor propio es u = 1 (doble). En virtud del teorema de
la alternativa de Fredholm, la ecuacion x” = f(t) admite soluciones
T—periddicas si y solamente si

oo () o=

para toda y(t) = (y1(t), y2(t))T solucién T-periédica de la ecuacion

adjunta
xa ) 0 0 x
() =(5o)(s) e
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Sabemos que
(10
o= (1, 0)

es una matriz fundamental de (5.7) y que sus soluciones T—periddicas
son aquellas que responden a la siguiente forma:

y(t) = [@(t) " yo,

yoeKer[I—CD(T)T]:KerK _OT 8)} :{<2>:MER}.

Por consiguiente, la ecuacion x” = f(t) admite soluciones T-periddicas
no triviales si y solamente si

T
u/o f(t)dt=0 YueR,

es decir, si y solamente si
T
/ F(H)dt=0.
0

(c) La matriz fundamental principal en t = 0 del sistema homogéneo

asociado es
B cos(At)  Lsen(At
D(t) = ( -A sen(7)\t) /\COS(S\t)) )

y una matriz de monodromia es

C:cD(27r)=( cos(27)) %sen<2m>>

—Asen(27A)  cos(27A)
La ecuacidén caracteristica asociada a esta tltima matriz es
p? —2cos(2A ) u+1=0,

de donde concluimos que p = 1 es un multiplicador caracteristico si
y s6lo si cos(27tA) = 1, es decir, si y sélo si A € Z. Por tanto:

(i) Si A ¢ Z entonces p = 1 no es un multiplicador caracteristi-
co y podemos afirmar, en virtud del teorema de la alternativa
de Fredholm, que existe una tinica solucién 27r—periédica de la
ecuacion iy’ + A%y = p(t).
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(ii) Nos queda por estudiar el caso A € Z, parael que p = 1 sies
un multiplicador caracteristico.
(iila) Si A = 0, el problema esta resuelto en (b).

(iib) Si A € Z\ {0}, el teorema de la alternativa de Fredholm
afirma que la ecuacién y” + A%y = p(t) admite soluciones
27mr—periddicas si y solamente si

R0ty ) =0

para toda y(t) = (y1(t), y2(t))T solucién 27—periédica de
la ecuacién adjunta

/
X1 . 0 /\2 X1
() =C50) () e
Sabemos que

_ cos(At)  Asen(At)
@)™ = ( —1sen(At) cos(At) >

es una matriz fundamental de (5.8) y que sus soluciones
27mr—periddicas vienen dadas por

y(t) = (@) o,
yo € Ker[I — @ (27)7]

—Ker | (L sl ey )|

Por consiguiente, nuestra ecuacién admite soluciones 271—
periddicas no triviales si y solamente si

u 2 27
— / sen(At)p(t) dt + v / cos(AD)p(t) dt = 0
0 0
para cualesquiera u, v € R, es decir, si y solamente si
2m

2m
/0 sen(Af)p(t)dt =0 :/0 cos(At)p(t)dt.
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(d) Sea @ (t) la matriz fundamental principal en t = 0, de modo que
C = ®(T) es una matriz de monodromia. Sea también p un mul-
tiplicador caracteristico tal que u" = 1. Entonces ha de existir una
solucién no trivial x : R — RN de x' = A(t)x tal que

x(t+T) = ux(t),
x(t+2T) = ux(t+ T) = ©®x(t),

Por tanto, x(t) es una solucién nT—periodica.

(e) Se trata de una ecuacién lineal no homogénea, cuya soluciéon ge-

neral es
t
x(t) _ </ f(S) e~ cos(s) dS) ecos(t) )
0

Entonces x(t) = x(t + 27) si y solamente si

! b2
(/ fls)e™ cos(s) ds) pcos(t) — (/ fls)e™ cos(s) ds) pcos(t+2m)
0 0

luego una condicién suficiente y necesaria para que x(t) sea 27—
y
periddica es

27
f(H)ye st dr =0,
0

ya que f es 27r—periddica por hipétesis.
(f) Sea @ (t) una matriz fundamental principal en cero, con lo cual
C = ®(T) es una matriz de monodromia. Aplicando la férmula de
Jacobi-Liouville obtenemos (cf. Ejercicio 3)
det(C) _ efOTtraza(A(s))ds >1,
ya que por hipétesis traza(A(s)) > 0. Esto quiere decir que necesa-
riamente alguno de los multiplicadores caracteristicos ha de ser ma-
yor que 1. Por consiguiente, la propiedad demostrada en el Ejercicio

9 (b) nos permite concluir que existe una solucién no acotada, luego
el sistema es no acotado.

(g) La ecuacion homogénea es la misma en los tres casos, x” +4x = 0,
cuya solucién general viene dada por

x(t) = Acos(2t) + Bsen(2t), A,BeR.
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Es claro, por tanto, que todas las soluciones de la ecuacién homogé-
nea son 7—peridédicas. Una matriz fundamental es

cos(2t 1sen(2t
o(t) = ( —ZSe(n(%t) ZCOS(gt)) ) '

que ademas es principal en cero. Por tanto, segtn el teorema de la
alternativa de Fredhdlm la ecuaciéon completa admite soluciones 71—
periddicas si y solamente si

[ (g ) =0

para toda y(t) = (y1(t),y2(t))" solucién m—periédica de la ecuacion

adjunta
a1\ 0 4 b
(2)=(ho)(n) o

donde f(t) denota eventualmente cada uno de los segundos miem-
bros de las tres ecuaciones propuestas. Sabemos que

(@)~ 4T = < cos(2t) 2 sen(2t) )

—sen(t) cos(t) cos(2t)

es una matriz fundamental de (5.9) y que sus soluciones 7=—periédicas
vienen dadas por

y() =[0(") 1 yo,  yo € Ker[l — ()] =R2.
Por consiguiente:

» Laecuacion x” + 4x = sen(4t) admite soluciones 77—periodicas
no triviales si y solamente si

—u/o sen(t) cos(t) sen(4t) dt—H)/O cos(2t)sen(4t)dt =0

para cualesquiera u,v € R, lo cual es siempre cierto porque
ambas integrales son nulas.

» Laecuacién x” + 4x = sen(2t) admite soluciones 77—periodicas
no triviales si y solamente si

7T

—u /07I sen(t) cos(t) sen(2t) dt + U/O cos(2t)sen(2t)dt =0

para cualesquiera u,v € R. Pero esta identidad sélo es satis-
fecha si u = 0, luego la ecuacién no admite soluciones 77—
periddicas.
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» Laecuacion x”/ +4x = sen(t) no admite soluciones 77—periddicas
pues el segundo miembro no es m—periddico.

(h) El sistema es triangular, luego puede resolverse explicitamente.
En efecto,

t
x1(t) = Ae.fota(S)ds, x(t) = <A/ b(s)ds + B> eloals)ds
0
con A,B € R en virtud al método de los coeficientes indetermina-

dos. Considerando sucesivamente A = 0, B =1y A =1,B =0
obtenemos una matriz fundamental (de hecho, principal en t = 0):

(D t o ef()ta(s)ds O
( ) B (f(f b(S) ds)efot”(s)ds eféa(s)ds .

Las soluciones del sistema son entonces de la forma

C(xal) eloals)ds 0
0= ) =n ( (¢ b(s) ds)elb a2 ) #2(_ggatae )

con A, Ay € R.

0

» Si fOTa(s) ds = 0 entonces x(t) = ( ol a(s) ds ) es una solucién

(A1 =0, Ap = 1) T—periddica, ya que claramente x(0) = x(T).
» Para demostrar la implicacion contraria, admitamos que

T
/ a(s)ds #0.
0
Entonces cualquier solucién T—periddica satisface
A=A plo als)ds )

T
Ay = A1</0 b(s) ds) efoT/Z(S)ds + A efOTa(s)ds,

de donde se desprende que sé6lo puede ser Ay = Ay = 0, es
decir, la solucion trivial, lo cual es contradictorio.
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11.

Se considera la ecuacion diferencial ' = A(t)x, donde

B —1+ 3 cos?(t) 1 — 3 sen(t) cos(t)
Alt) = < —1- %sén(t) cos(t) —12-|— 3 sen?(t) ) '

Comprueba que los autovalores de A(t) son

M= (=14+iV7)/4, A =2A.

Verifica que e? (— cos(t), sen(t))T es una solucién no acotada de la
ecuacién anterior y calcula los multiplicadores y exponentes caracte-
risticos, concluyendo que la ecuacién no tiene soluciones m—periddicas
no triviales (ejemplo de Markus y Yamabe).

Solucion : El polinomio caracteristico de A(t) es

3 A
pa(t) = (1+A2 = S+ +1= 2+ 24,

luego los valores propios de A(f) son de la forma

—3E\Vi—2 1+ 7i

A=
2 4

t ., .
Que e2 (— cos(t),sen(t))T es una funcién no acotada es obvio. Ade-
maés es solucién de nuestro sistema, ya que

—e% cos(t) / B e2[sen(t) — L cos(t)] B —e? cos(t)
( e? sen(t) ) B ( ez [cos(t) —i—%zsen(t)] ) = Al) ( e? sen(t) ) '
Consideremos ahora el cambio de variables
X t n(f
( x;lZ ) = ( —C:esr(l()t) ‘Zisﬁt; ) ( 51 ) '

Este cambio de variables reduce el sistema de Markus y Yamabe al
siguiente sistema con coeficientes constantes

() -(5 5) ()
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12.

cuyas soluciones son facilmente calculables:

t
y(t):A(€5>+B(eot>, ABER.

Deshaciendo el cambio de variables obtenemos que las soluciones
del sistema de partida son de la forma

y(t) = Ae? ( Cos(t)) >+Be—f ( sen(?) > , ABER.

—sen(t cos(t)

En particular, volvemos a obtener la solucién que nos indica el enun-
ciado del problema sin mds que considerar A = —1y B = 0. Pode-
mos construir finalmente la matriz fundamental principalen t = 0,

w(t) = < e2cos(t) e 'sen(t) > ,

—ezsen(t) e 'cos(t)

de la cual obtenemos la siguiente matriz de monodromia:

C=Y(n)= ( ‘57; _S_ﬂ) .

Por consiguiente, los multiplicadores caracteristicos son — e y — e~
y los exponentes caracteristicos 5 y —1. Es obvio que el sistema no
tiene soluciones 7r—peridédicas no triviales pues u = 1 no es un mul-
tiplicador caracteristico.

7T

Sea f : R? — R una funcién continua. Demostraremos que si la ecua-
cion diferencial x” = f(x, x') no tiene soluciones constantes, enton-
ces tampoco tiene soluciones periddicas. Para ello se sugiere seguir
los siguientes pasos:

(a) Silaecuacién no tiene soluciones constantes ¢ € R, prueba que

£(c,0) # 0.

b) Si existe una soluciéon T—periddica x(t) de la ecuacion, prueba
p P
que existen t1, ¢ tales que

X () =x'(t) =0, x'(t1) <0< ().
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13.

Solucion : (a) x(t) = ¢ € R es una solucién constante de x”" = f(x, x)
siy solamente si 0 = ¢ = f(c,¢’) = f(c,0). Luego si la ecuaciéon no
tiene soluciones constantes se deduce que

f(c,0) #0 VceR.

(b) x € C?(R) alcanza un méaximo y un minimo absolutos en [0, T] y,
por periodicidad, en todos los intervalos de la forma [(n — 1)T, nT]
para todo n € Z.

Ya podemos proceder a comprobar que x” = f(x,x’) no tiene so-
luciones constantes ni, por tanto, periédicas. Razonaremos por re-
duccioén al absurdo asumiendo que la ecuacién no admite soluciones
constantes pero si una soluciéon T—periddica x(t). En ese caso, por lo
demostrado en (b) habrian de existir t1,t, € R tales que x'(t1) =
x'(t) = 0y x"(t1) <0 < x’(t;). Por tanto, usando también (a) se
tiene que

0> x"(t) = f(x(t),¥'(tr)) = f(x(tr),0) = f(x1,0) #0,
0 < x"(t) = f(x(t2),%'(t2)) = f(x(t2),0) = f(x2,0) #0.

Luego f(x1,0) < 0y f(x,0) > 0. Com of R? — R es continua
habria de existir ¢ € R tal que f(c,0) = 0, lo cual es contradictorio
con (a).

(x
2)

Se considera la ecuacion

x,:<—1+cos(t) O)x.

cos(t) -1

(a) Calcula una matriz fundamental.

(b) Encuentra un cambio de variables que la transforme en una
ecuacién homogénea con coeficientes constantes.

(c) Estudia el comportamiento de las soluciones de la ecuacién
cuando t — .

(d) ;Existe una funcién b(t) € C(R,R?) y 27—periédica, de for-
ma que X' = A(t)x 4+ b(t), t € R, admita una solucién 47—
periddica que no sea 27r—periddica?

134



La ecuacion periédica 135

(Febrero 1990)

Solucion : (a) Como el sistema

x1\ [ —14cos(t) 0 X1
X2 ) cos(t) -1 X2
es triangular (inferior), las ecuaciones que lo componen estdn desa-

copladas y podemos optar por resolverlo para efectuar el cdlculo de
una matriz fundamental. La primera ecuacién del sistema,

X(t) = (~1+ cos(t)x1(t),
tiene por solucion general
() =AesO~t AcR,
La segunda ecuacién se puede escribir como
xh(t) = cos(£)x1(t) — x2(t) = Acos(t) eI~ — xy(8),
cuya solucién general es
x(t) = Aes"~t L Be~t | BeR.

Para extraer de la solucién general

X1 B A esen(t)—t

X - A esen(t)—t 4+ Bet
dos soluciones linealmente independientes, podemos considerar los
datos iniciales (1,0)” y (0,1)T en t = 0, de donde obtenemos

(esen(t)—t, esen(t)—t _ e—t)T , (0, e—t)T.

Por tanto, una matriz fundamental es

( ) ( esen(t)—t 0
O(t) = ( sen(t) ) —t =t
e —1)e " e

la cual es ademads principal en t = 0 (por la forma en que la hemos
construido).
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(b) Aplicamos la teoria de Floquet. Una matriz de monodromia es
C = ®(27) = ¢ 271, de donde C? = e *"[ y —47] es un logaritmo
de C2. Tenemos entonces que encontrar una matriz R € M,(R) que
satisfaga la relacién ¢ 2" R = C2, de donde se deduce facilmente que
ha de ser R = —1I. El cambio de variables que se pide lo proporciona
el teorema de Lyapunov:

esen(t) 0

x(t) = P()y(t), P()=0(t)e ™ = ( esen() 1 1 ) |
En efecto, por una parte se tiene que

P'(t)= @' (t) e R —@(t) e RIR
= ADD() e X —@(t)e R = A(t)P(t) — P()R,

donde hemos denotado

Por otro lado

A(B)P(t)y(t) = A(t)x(t) = x'(t) = P'(t)y(t) + P(t)y'(t)

luego
P(t)y/(t) = P(ORy(t).

Como la matriz P(t) es regular, se concluye que

y'(t) = Ry(t) = —y(b),
que es un sistema homogéneo con coeficientes constantes.

(c) El tinico multiplicador caracteristico es pt = e 27, que tiene médu-
lo menor que uno. Entonces podemos aplicar el resultado del Ejerci-
cio 9 (c) para concluir que todas las soluciones tienden a cero cuando
t — o0, esto es, el sistema es convergente.

(d) Como p = 1 no es un multiplicador caracteristico, la alterna-
tiva de Fredholm nos permite deducir que el sistema admite una
Unica solucién 27—periddica. Pero el sistema es también claramen-
te 471-periédico asi como la funcién b(t), de la cual ya sabiamos
que era 27m—periddica. Entonces la alternativa de Fredhdlm vuelve
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14.

a aplicarse, ahora para el caso 471—peridédico, para concluir que la
ecuaciéon completa tiene una tnica solucién 47—periédica. El razo-
namiento concluye al observar que esta solucién ha de ser también
2m—periddica, ya que en caso contrario existirian dos soluciones 47—
periddicas distintas.

Seaa € C(R), 2—periddica, no negativa y no idénticamente nula. Se
considera la ecuacion

X"+ Aa(t)x =0, (5.10)

con A € R.

(a) Demuestra que si A < 0 entonces no existen soluciones 27—
periddicas distintas de la trivial.

(b) ¢Qué se puede decirsi A = 0?

(c) Da un ejemplo que ilustre que la conclusién del primer aparta-
donoes ciertasi A > 0.

Solucion : (a) Demostraremos en primer lugar que si A < 0 enton-
ces toda solucién no trivial de (5.10) tiene a lo sumo un cero. Para
ello comparamos con la ecuacién x” = 0. Aplicando el teorema de
comparacion de Sturm concluimos que entre dos ceros consecutivos
de una solucién no trivial de (5.10) existe, al menos, un cero de las
soluciones de la ecuacion x” = 0, que son las rectas x(t) = At + B.
Pero las rectas no han de tener ceros necesariamente (considérese,
por ejemplo, A = 0y B # 0). Por consiguiente, toda solucién no
trivial de (5.10) tiene, a lo mas, un cero. Concluimos el razonamiento
por reduccién al absurdo. En efecto, supongamos que x(t) es una so-
lucién 27r—periddica no trivial de (5.10). De anularse una vez lo harfa
infinitas veces (por periodicidad), luego x(f) no puede anularse ni,
por tanto, cambiar de signo. Luego de

x(t) = — (5.11)
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se deduce que x”(t) no cambia de signo, es decir, que no varia la con-
cavidad de x(t). Ahora bien, el tinico modo de que x(t) sea continua
y 2m—periddica con curvatura de signo constante es x(t) = C € R, lo
cual combinado con (5.11) implica que Aa(t)C = 0, es decir, C = 0lo
cual es imposible.

(b) Que las soluciones son rectas, que s6lo son periddicas si son cons-
tantes.

(c) Tomese A = 1y a(t) = 1 € Cyz(R). En este caso la ecuacién
que se obtiene es x” 4+ x = 0, de la que las funciones 27r—periddicas
sen(t) y cos(t) conforman un sistema fundamental de soluciones.

Obtén la ecuacion adjunta de la primera aproximacion lineal de la
ecuacion del péndulo x” + sen(x) = 0y aplica el teorema de la alter-
nativa de Fredholm a la ecuacion x”/ + x = cos(t) para determinar si
la misma tiene o no soluciones periddicas.

Solucion : La primera aproximacion lineal de la ecuacion del péndulo
x"" +sen(x) = 0es x” + x = 0, que se puede reescribir equivalente-
mente en términos del siguiente sistema lineal:

(2)=(20)(5)

La ecuacién adjunta es entonces

]/1 /_ 01 yl
(y2>_(—10)<y2>' 612)

es decir, la linealizacién de primer orden de la ecuacién del péndulo
es autoadjunta. La matriz fundamental principal en t = 0 asociada a
la parte homogénea de la ecuacion 27—periddica x” 4+ x = cos(t) es

O (t) = ( cos(t) sen(t) ) ,

—sen(t) cos(t)

luego
C=002m) =1
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es una matriz de monodromia. Por consiguiente, el inico multiplica-
dor caracteristico es u = 1y, en virtud del teorema de la alternativa
de Fredholm, la ecuaciéon x” + x = cos(t) admite soluciones 27—
periddicas si y solamente si

f O (cony ) =0

para toda y(t) = (y1(t), y2(t))T solucién 27—periédica de (5.12) o,
equivalentemente, de y” + y = 0. Sabemos que @(t) es una matriz
fundamental de (5.12) y que todas sus soluciones, que son de la for-

y(t) = O(t)yo = < cos(t) - sen(t) ) ( . )

sen(t) cos(t) 3

_ ( ygcos(t) + ygsen(t) )
y3 cos(t) — y§ sen(t)

para cualesquiera y(l), y% € R, son 271—periddicas. Por consiguiente

27 T 0
/0 y(t) < cos(t) ) at
27 27
= y%/o cos(t)? dt—y(l)/o sen(t) cos(t)dt = y3m,

que s6lo se anula si y% = 0. Por tanto, la ecuacién x” + x = cos(t) no
tiene soluciones 277—periddicas.

Decide, en cada caso, si existe una funcién que satisfaga

(@) y" + Ssen(t)y =0, y(0) = y(7) = 0, y no idénticamente nula.
(b) y" +sen(t)y =0,y(m) =0,y () = 1.

© v +y +3y=0y(0) =1,y(n/2) = 0.

(d) " =2y =0,y(0) =1, y(/2) = 0.

(e) y" + ty = sen(t), y 2—periddica.
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) v’ +y = sen(t), y 2m—periddica.

Solucién : (a) Como 5 sen(t) < 3 paratodo t € R, podemos comparar
la ecuacién y” + J sen(t)y = 0 con y” + 3y = 0. Las soluciones de
esta tltima son de la forma

y(t) = Acos (?t) + Bsen <\/7§t> , A,BeR.

En particular, eligiendo A = B = 1 obtenemos la solucién

¥ ¥

y(t) = cos (Tt) + sen <7t> ,
la cual no se anula en (0, 7r). Por consiguiente, no existen soluciones
(no triviales) de y” + 3 sen(t)y = 0 que satisfagan y(0) = y(7) = 0.

(b) Se trata de un problema de valores iniciales asociado a una ecua-
cién diferencial lineal de segundo orden, por lo que existe una tnica
solucién.

(c) Se trata de una ecuacién lineal de segundo orden con coeficientes
constantes, cuya solucién general es

y(t) —e2 <Acos (%) + Bsen (%)) , A,Be R.

Al imponer las condiciones y(0) = 1, y(5) = 0 obtenemos A = 1y
B = —1, luego el problema admite como tinica solucién

- (e () - (2).

(d) La solucién general de la ecuacién es
y(t) = AeV? £ Be V2, A BeR.
Al imponer las condiciones y(0) = 1, y(%) = 0 obtenemos

1 eV2r

A=———, B=———+
1—eV2r’ 1—eV2r’
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luego el problema admite como tinica solucién

_ 1 V2t _ \2(m—t)
y(t)_l—eﬁ”<e e )
(e) Resolvemos el sistema 27r—periédico asociado a la ecuacién ho-
mogénea:
/
() =(2o)()
Y2 —3 0 )
La matriz

- B cos(v/2m) V2sen(y/2m)
C=0Q2n) = ( _§sen(\/§7f) cos(v2m) )

es una matriz de monodromia. Por tanto, calculando sus valores
propios obtenemos los multiplicadores caracteristicos del sistema:
cos(v/27) + isen(y/27). Como 1 no es uno de los multilpicadores
caracteristicos, podemos concluir que la ecuacién homogénea no ad-
mite soluciones 27r—periddicas. Por consiguiente, la ecuaciéon com-
pleta tiene una tnica solucién 277—periddica.

(f) La matriz
cos(t) sen(t)

O(t) = ( —sen(t) cos(t) )

es fundamental y principal en t = 0 para el sistema homogéneo 27—

peri(’)di(o
( Y1 )l _ ( 01 ) ( 1 )
yZ —1 O y2

asociado a nuestro problema. Por consiguiente C = ®(27) = I es
una matriz de monodromia, de lo cual se desprende que el tnico
multiplicador caracteristico del sistema es p = 1. Aplicando enton-
ces el teorema de la alternativa de Fredhdlm concluimos que la ecua-
cién y” 4+ y = sen(t) admite soluciones 27—periddicas si y solamente

[ 0020 ( Gy ) =0
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para cualquier solucion 27r—periédica y(t) de la ecuacion adjunta

(%) -0 (%)

(obsérvese que en este caso es autoadjunta). Por tanto, las soluciones
2m—periddicas de la ecuacion adjunta son de la forma

y(t) = ®(t)yy, conyy € Ker[I — d(27)T] = R2.
Es decir,
(1) = yi(t) \ _ cos(f)  sen(t) Z1
4 ya(t) —sen(t) cos(t) 2y
para cualesquiera z1,z; € R. De este modo y” + y = sen(t) tendré
soluciones 27—periddicas si y solamente si

27
/ (zp cos(t) — z1 sen(t)) sen(t) dt
0
27 27
= xz/ cos(t) sen(t) dt — z; / sen(t)?dt = —z;m =0
0 0

para cualesquiera z1,z; € R, lo cual es obviamente falso. Por con-
siguiente, nuestro problema no admite soluciones 277—periédicas no
triviales.

Se considera el siguiente sistema lineal

1( 12 1 —sen(t)
x' = o D R —sen(t)
-1 2 1 sen(t)

Aplica el teorema de la alternativa de Fredholm para demostrar que
existen soluciones 27r—periddicas.

Solucién : Resolvemos en primer lugar el correspondiente sistema ho-
mogéneo

Xy =—Ix;+x+ 3x3

| 1
Xy = —%xl — 5X3 : . (5.13)
X = —5X1 4+ X2+ 5X3
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Una forma conveniente de resolver este sistema consiste en efectuar
el cambio de variables

Vvi=x1, Y2=XxXx1—X2, VY3=X1—2X3,

el cual conduce al siguiente sistema equivalente:

V1= 1 Y2 g%

Y2 =2y1 - Y2~ Y3

e 0

Y3

Por tanto y3 = k € Ry, efectuando ahora los cambios de variable
21 =2Y1—Y2, Z2=1Y2,

llegamos a

0, equivalentemente,

(2= ) (2)+(2) em

La matriz fundamental principal en t = 0 para la parte homogénea
del sistema (5.14) es

00 = senit) cost )

Empleando entonces la férmula de variacion de las constantes para

resolver (5.14) con dato inicial z(0) = z° = (29, z9)T obtenemos

2(£) = O (120 + O (F) /tcp(s)—l ( _Ok) ds

0

~(S ) () -+ ()
_ (20 — k) cos(t) — z9sen(t) + k
( (20 — k) sen(t) + z3 cos(t) ) '

Deshaciendo finalmente los cambios de variable concluimos que

xa(t) = <xg - —) cos(t) — <x(1) — g) sen(t) + g’
x3(t) = (xg - g) sen(t) + (x(l) - g) cos(t) — g
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Una vez resuelto el sistema homogéneo (5.13) calculamos la matriz
fundamental W(t) principal en t+ = 0 del mismo. Para ello hacemos
las siguientes consideraciones:

(i) Para calcular la primera columna de ¥(t) elegimos x{ = 1y

xg = xg = 0. En este caso

0=x)=x300)=1—-k=k=1.
Entonces

xi(t) = —% sen(t) + = cos(t) + =

(ii) Para calcular la segunda columna de ¥(t) elegimos x) = 1y

x) = x3 = 0. En este caso

0=2x3=x3(0)=—k=k=0.
Entonces

x1(t) =sen(t), x(t) =cos(t), x3(t) =sen(t).

(iii) Para calcular la tercera columna de ¥(t) elegimos xJ = 1y
x¥ = x) = 0. En este caso
1=x=x(0)=-k=k=—1.
Entonces
x1(t) = —% sen(t) + %cos(t) — %,
xa(t) = —% sen(t) + % cos(t) — %,
x3(t) = %sen(t) + % cos(t) + %
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Por tanto, la matriz fundamental principal en t = 0 asociada al siste-

ma (5.13) es
—Jsen(t) + cos(t) + 5 sen(t) —3sen(t)+ 3cos(t)—3
Y(t)=| —5sen(t) —3cos(t)+3 cos(t) —3zsen(t)+ 5cos(t)— 3
—5sen(t) + 5cos(t) — 3 sen(t) 3sen(t)+ 3cos(t)+ 4

de modo que
C=v(2nr) =1

es una matriz de monodromia. Claramente, el tnico multiplicador
caracteristico es 1 = 1, por lo que existen soluciones 27—periddicas
de la ecuaciéon homogénea. Usando el teorema de la alternativa de
Fredholm podremos concluir la existencia de soluciones 27—periddicas
de la ecuacién completa si y solamente si

—sen(f)

/My(t)T —sen(f) | dt=0 (5.15)
0 sen(t)

para toda y(f) solucién 27—periddica de la ecuaciéon adjunta

11 1

2 2 2
y=-10 -1 ]y (5.16)

11 _1

2 2 T2

Una matriz fundamental de la ecuacién (5.16) es [¥(t)1]* (donde *
denota trasposicién y conjugacion en el caso de coeficientes comple-
jos), que viene dada por

sen(t) +cos(t)+1 sen(t) —cos(f)+1 sen(t)+ cos(t) —1
—2sen(t) 2 cos(t) —2sen(t)
—sen(t) +cos(f) —1 sen(t) +cos(t) —1 —sen(t)+cos(t)+1

N —

Por otro lado, las soluciones 271—periddicas de (5.16) son de la forma
[W(t)~*yo, con yo = (y1,y2,y3)T € Ker(l3 — ¥*(27)) = R3. Por
consiguiente, la integral de (5.15) se traduce en

27 2m 27
-1 / sen(t) dt — y, / sen(t) dt + y3 / sen(t)dt,
0 0 0

que claramente vale cero para cualesquiera y1, y2, y3 € R. Podemos
concluir entonces que existen soluciones 27r—peridédicas de nuestro
problema.
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19.

Se considera la ecuacion x” + a(t)x = 0, donde a € C!([0, ), R),
a(t)>0ya'(t) >0Vt e [0,00). Demuestra que si x(t) es una solu-
cioén y tq, tp son dos ceros consecutivos de x'(t), con ty,t, € [0, c0),
entonces |x(t1)| < |x(t)| (sugerencia: multiplicar la ecuaciéon por
2x/(t) e integrar).

(Febrero 1990)

Solucién : Multiplicando la ecuacién x”/ + a(t)x = 0 por 2x'(t) obte-
nemos

2x'x" 4 2a(t)xx’ =0 < [(¥)?) +a(t)(x*) =0.

Integrando esta dltima ecuacion entre t; y t; (suponiendo t; < tp)
llegamos a

xX'()? — X' (81)* + /ttz [a(t)x?) dt — /t2 a' (t)x% dt

5]

:/:[a(t)xz]'dt—/t2a'(t)x2dt

£

[ a(ty) _ x(h)?
a(ty)x(t)? — a(t1)x(t)? = @ (H)x?dt >0 < a(tj) > x(tl)z :

& x(h)? < x(h)? & [x(t)] < [x(t)].

=

(t2)?

Discute el comportamiento asintético de las siguientes ecuaciones
segun los valoresde w > 0y c > 0:

(@) ¥ +w?y =0.

146



La ecuacion periédica 147

(b) ¥y —a’y=0.
©) y"+2cy +w?y =0.
(d) y" —2cy’ + w?y = 0.

Solucion : (a) Reescrita en forma de sistema, la ecuacién de segundo
orden y”" + w?y = 0 adopta la forma

(1) - (e o) ()

Y2 —aw? 0 Y2 ’

Los valores propios de la matriz (de coeficientes del sistema) A son
A = wi, luego

p=méax{Re(A): A€ d(A)} =0.

Este es el caso en que hay que calcular el indice de cada uno de los
valores propios:

v(+iw) = min {k eN: Ker([Aq:iwz]k) = Ker([A :Fiwf]k“)} =1,

de lo cual se deduce que es sistema es acotado pero no convergente.

(b) En este caso la matriz de coeficientes del sistema equivalente es

0 1
= (o)

cuyos valores propios son A = £w. Por tanto © = w > 0, de donde
se concluye que el sistema es no acotado.

(c) Se trata de la ecuacion del oscilador arménico amortiguado. La
matriz de coeficientes del sistema equivalente depende ahora de w >

Oyc>0:
0 1
A_(—w2 —ZC)'

Los valores propios de A son A = —c¢ + v/¢? — w?. Por tanto

» Sic < wsetiene u = —c¢ < 0. En consecuencia el sistema es
convergente, luega todas las soluciones tienden asintéticamen-
te hacia cero.
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» Sic > wsetiene u = —c+ V2 — w? < 0. Por tanto, en este
caso el sistema es también convergente.

(d) En este caso la matriz de coeficientes del sistema equivalente es

0 1
A= ( —w? 2¢ ) '
Los valores propios de A son A = ¢ £+ v/¢? — w?. Por tanto

» Sic < wsetiene p = c > 0, por lo que el sistema es no acotado.

s Sic > wsetiene u = ¢+ V2 — w? > 0. Por tanto, en este caso
el sistema tampoco es acotado.

20. Discute segtn el valor del pardmetro ¥ > 0 la existencia de solu-

ciones 27”—peri(’)dicas de la ecuacién del oscilador arménico forzado

x" + w?x = Fysen(yt) con w > 0. Calcula la solucién de la ecua-
cion con x(0) = x’(0) = 0 mediante la formula de variacién de las
constantes y estudia su comportamiento en infinito dependiendo del
valor de .

Solucién : Resolvemos en primer lugar la ecuacion homogénea

X1 ! . 0 1 X1
xo )\ —w? 0 xy )’
cuya matriz fundamental principalen t = 0 es

o) = < ) cos(y/wt) \%sen(\/wt) ) '
Vwsen(y/wt)  cos(y/wt)

Una matriz de monodromia viene dada entonces por

I A

Y —\/_sen( = cos(%)
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y los multiplicadores caracteristicos son las raices del polinomio

27/ w
Y

u2—2cos( >u+1:0,

esto es,

—2ﬂ@> +isen (—2ﬂ@> .

v Y

Aplicamos finalmente el teorema de la alternativa de Fredholm para
establecer los casos en que existen soluciones 2T”—peric’)dicas de la
ecuacion del oscilador armoénico forzado. Claramente 1 = 1 es un

uzcos(

multiplicador caracteristico si y solamente si \/75 =k € Z\ {0}. Por
tanto, si y # @ conk € Z \ {0}, entonces existe una tinica solucién
277T—periédica de la ecuacién x” + w?x = Fysen(yt) (w > 0). Si por

el contrario y = \/TE para algin k € Z \ {0}, entonces podremos

garantizar la existencia de soluciones 277T—peric’>dicas de la ecuacién
anterior si y solamente si se satisface la condicién

27
v T 0
t dt =0 5.17
/0 y(t) ( Fysen(yt) ) ( )
para toda solucién 277T—pe1riédica y(t) de la ecuacién adjunta
o 0 (Uz
Yy = ( 1 0 >y. (5.18)

Para verificar bajo qué condiciones se cumple (5.17) calculamos en
primer lugar las soluciones 277T—peri(’)clicas de la ecuacion (5.18), que
son de la forma

@) Ty, o € Ker (-0 (2F) ).

Teniendo en cuenta que

~ cos(/wt) Vwsen(y/wt)
@) 1]" = ( —\/La sen(y/wt)  cos(y/wt) ) ’
L(2mN\ 1—cos(ZYP) /wsen (YY)
=0 (7) B —\/Lasen(za\//a) 1—COS(27T;\:/$) ’
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se puede comprobar facilmente que Ker (Iz —oT (27”)) = R? toda
Vw

vezque Y= € Z\ {0}. Por consiguiente, las soluciones ——peri(’)dicas
de (5.18) son

) cos(/B) + V@ y sen(y/@)
(o))" < z; ) - ( ];12 cos(y/wt) — \/La;/fsen(\/wt) )

para cualesquiera y, 2 € R. En definitiva, en virtud de (5.17) pode-
mos afirmar que la ecuacién x” + w?x = Fysen(yt) admite solucio-
nes ——perlodlcas si y solamente si

27

! (Fo ya sen(yt) cos(vwt) — (vt) sen(\/_t)> =0

\/_ Y1 sen

0

o, equivalentemente,

27 27

yz/y sen(yt) cos(kyt)dt = Z;// sen(yt)sen(kyt)dt (5.19)

para cualesquiera y1,y, € Ry k € Z\ {0}. De hecho podemos res-
tringirnos al caso k € N, ya que la identidad (5.19) permanece inalte-
rada si consideramos k € —N. Si k = 1 (es decir, ¥ = /w) es obvio
que no existen soluciones ——per1od1cas ya que (5.19) no se verifi-
ca para cualesquiera y1,y» € R. Estudiemos entonces (5.19) para el
caso en que N > k > 1. Basta con calcular (integrando por partes
repetidamente)

27 27

/y sen(yt) cos(kyt)dt =0, /y sen(yt)sen(kyt)dt =0,
0 0

luego si v = \/kw para algin Z > k # {—1,0,1} entonces existen

soluciones ——perlodlcas Usando ahora la férmula de variacién de
las constantes para resolver la ecuacién x” + w?x = Fysen(yt) con
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datos iniciales x(0) = x’(0) = 0 obtenemos

(30 ) =20 L2607 (5 senrey )

_ o —\5—05 [y sen(ys) sen(y/ws) ds
Fo [y sen(ys) cos(y/ws) ds
o ( S5 [sen(y1) cos(y/@) — & cos(yt) sen( @) )
oz [Vwsen(yt) sen(y/wt) + v cos(yt) cos(y/wt) — v]
( 2l sen(y) — 5 sen( /@) )

222 [cos(y1) — cos(y/at)

Por consiguiente,

- (sen(yt) —%sen(@t)) .

151



152

152



CAPITULO 6

Ecuaciones diferenciales con
coeficientes analiticos

Se considera el problema de valores iniciales

X' —2x —2tx =0
x(0) =1
x'(0) =0

Decide razonadamente si son verdaderas o falsas las siguientes afir-
maciones:

(a) El problema de valores iniciales posee una tinica solucién ana-
liticaen t = 0.

(b) El problema de valores iniciales no tiene soluciones analiticas.

(c) La tnica solucién analitica del problema de valores iniciales
viene dada por

x(t) = nZO 3l

Solucién : Todos los coeficientes de la ecuacién son analiticosent = 0,
luego t = 0 es un punto regular. Por tanto, el problema de valores
iniciales planteado admite una tnica solucién
(o.9]
x(t) = z cnt" (6.1)
n=0
analitica en t = 0 y el enunciado (a) es verdadero, por lo que (b)
ha de ser falso. Veamos que (c) es verdadero. Para ello sustituimos
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la expresion (6.1) en la ecuacién diferencial, de donde obtenemos la
relacion

o0 (00] o0
z con(n—1)1""2 - Z cpnt™tl—2 Z c, 1 =0.
n=2 n=1 n=0

Escribiendo la misma potencia de t en cada una de las series anterio-
res llegamos a

0
> cns2 (n41)(n+2)t"
n=0

0 o
— z o1 (n—1)" =2 Z 1t =0. (6.2)
n=2 n=1

Observamos en primer lugar que el dato inicial x(0) = 1 equivale
a considerar cy = 1, lo cual se desprende facilmente de (6.1). Deri-
vando término a término en (6.1) para obtener x'(t) y evaluando la
expresion resultante en t = 0 obtenemos que ha de ser ¢; = 0 para
que x’(0) = 0. Finalmente, agrupando los coeficientes asociados a
potencias de t del mismo orden en (6.2) se deduce que
Co 1 Cn—3 .

=0, =5 =3 ycn:”751n24. (6.3)
En particular, de (6.3) se deduce que sélo los coeficientes etiquetados
con un subindice multiplo de tres son distintos de cero. En efecto:

Ce Co . 1

©T 97369 3.(3.2)

C9 Co 1
= -_— pum— ) -4
2= 1,53%.9.12 3. @32 @Y

Razonando segtn el principio de inducciéon se puede concluir fcil-
mente que la relacién de recurrencia que liga a los coeficientes de
x(t) es la expresada en (c).

Se considera la ecuacién diferencial

41+ 62" —3(1—12)x +4x=0.
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Demuestra que el punto t = —1 es singular-regular y que la ecua-
cién posee un sistema fundamental de soluciones con un elemento
analitico y otro desarrollable en serie de Frobenius.

Solucion : Los coeficientes de la ecuacion

ap(t) = 4(1+1)2, ay(t) = =3(1—12), ay(t) =4,
son analiticos. Ademds ag(—1) = 0, por lo que t = —1 es un pun-
to singular. Comprobemos que es singular-regular. Se tiene que la
funcién
ay (¢ B(1+H)(1—-# 3(1—t
(yp@l®) _ 304007 s0-n
ao(f) 4(1 + t) 4
es analitica en t = —1 por ser cociente de funciones analiticas. Tam-
bién 0
ap(t
1+41)? =1
1+4 ao ()
es analitica en t = —1, por lo que t = —1 es un punto singular—

regular. Reescribiendo la ecuacién en la forma de Fuchs obtenemos
1+ 6% +pa(H)(1+ 62 +g-1(Hx =0,
con 3
pal)=—30-1, qa(=1.

Haciendo ahora el cambio de variable T = 1 + t podemos desplazar
la singularidad al origen y aplicar, por tanto, el teorema de Fuchs.
Obtenemos entonces la ecuaciéon

X" (=1 +pa(t)t¥(t—1)+q_1(1)x(t—1) =0,
con 3
palt)=—2@2-1), qan)=1.
De este modo la ecuacidon indicial asociadaat = —1 es

s(s—1)+p_1(t=0)s+g_1(t=0)

3
:s(s—l)—ESJrl:sz—%Jrl:O,
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cuyas raices son s = % y sy =2.Como sy —s1 = % ¢ Z, al aplicar el
teorema de Fuchs encontramos un sistema fundamental de solucio-
nes del siguiente tipo:

(00] o0
=T Z a,T" = z a, "t
n=0 n=0
o0
(1) = T2 Z b,t" = Z b,_»T",
n=0 n=2

es decir, con un elemento analitico y otro desarrollable en serie de
Frobenius.

3. Consideremos la ecuacién diferencial 4t>x” + (t* + 1)x = 0. De-
muestra que posee soluciones definidas en R y encuentra un sistema
fundamental.

Solucién : El punto t = 0 es singular-regular, ya que la funcién gy (t) =

£ £H es analitica en 0. La ecuacién indicial asociada a este punto es

=0,

1 1
s(s—1)+qo(0):s(s—1)+Z:sz—s+Z

cuya Unica raiz es s = % (doble). Por tanto, el teorema de Fuchs ga-
rantiza que

o0
=\/[t] ) cnt" concg =1,
n=0

0a(t) = @1(t) log(|t]) + Ich”

f{(i ) log(|t]) + Ect”} conch =0,

es un sistema fundamental de soluciones (definidas en R).
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4. Estudia los puntos singulares-regulares y las raices de la ecuacién
indicial asociada a la ecuacién diferencial hipergeométrica:

tl—t)x" +[y— 1+a+p)t]x —aBx=0, «B,vER.

Solucién : Los coeficientes de la ecuacién son analiticos:
ao(t) =t(1—t), ai(t)=y—(14+a+p)t, at)=—ap.

Ademas a¢(0) = ag(1) =0, porlo quet = 0yt = 1 son puntos sin-
gulares. Veamos si son o0 no singulares—regulares. Se tiene en primer
lugar que la funcién

ai(t) _v—(A+a+p)t
ao(t) 1—t

es analitica en t = 0 por ser cociente de funciones analiticas. Por la
misma razon
pa(t) _ apt
ao(f) 1—t

es analitica en t = 0, por lo que t = 0 es un punto singular-regular.
Si efectuamos un estudio andlogo para el punto t = 1 obtenemos que
las funciones

al(t) (1+0€+/3)t—’)/

(t_l) Elo(t) = t ’ (t_l)

2612(t) . t—1
alt) P

son analiticas en t = 1, luego el punto t = 1 también es singular—
regular.

Estudiamos a continuacién la ecuacién indicial asociada a t = 0. Para
ello, reescribiendo la ecuacién hipergeométrica en la forma de Fuchs

obtenemos
£x" + po(t)tx’ +qo(t)x =0,
o ( B) B
_y—(+a+p)t _ apt
po(t) = ¢ , qo(t) = 1

De este modo, la ecuacién indicial asociadaa t = 0 es
5(s— 1) + po(0)s + go(0) = s(s — 1) +ys = >+ (y — 1)s = 0,
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cuyas raicessons = 0y s = 1 — y. Por otra parte, podemos reescribir
también la ecuacién hipergeométrica de la siguiente forma:

(12" +p1(H)(1 — )x' +g1(H)x =0,
donde

ity = Y UEEERN g ABCZ0)

Haciendo ahora el cambio de variable T = 1 — t podemos desplazar
la singularidad al origen y aplicar, por tanto, el teorema de Fuchs.
Obtenemos entonces la ecuacion

?x"(1 = 1)+ pr(t) X (1 —7) +q1(7)x(1 - 1) =0,
con
afft
1—1

y—1+a+pB)(1-1)
1—7 ’

p1(T) = q(t) =—

De este modo la ecuacion indicial asociadaat =1 es

s(s—1)+p1(t=0)s+4g1(t =0)
=s(s—1)+(y—a—B—1)s
=+ (y—a—p-2)5s=0,

cuyasraicessons =0ys=a+ 3 —y+2.
n

Se considera la ecuacién diferencial tx” 4+ x’ — tx = 0. Encuentra la
Unica solucién de la ecuaciéon que pasa por (0,1).

Solucién : Los coeficientes de la ecuacion son ag(t) = ¢, a;(t) = 1
y ax(t) = —t, los cuales vienen todos representados por funciones
analiticas. Claramente a0(0) = 0, luego f = 0 es un punto singular.
Estudiemos si es 0 no singular—regular. Para ello comprobamos que

=1 esanaliticaent =0,

ar(t
£2 2(t) = —#* esanaliticaent =0,

Elo(t)
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luego t = 0 es un punto singular-regular. Podemos entonces reescri-
bir la ecuacién en la forma de Fuchs:

2x" + p(H)tx’ +q(t)x =0,

donde p(t) = 1y q(t) = —t? son funciones analiticas en t = 0. La
ecuacién indicial es la siguiente:

s(s—1)+p(0)s+4(0)=s(s—1) +s=s>=0,

de la cual s = 0 es una raiz doble. Por tanto, una base de soluciones
es

o0 e}
p1(t) = |t]° > cnt” =% cut” concg =1,
n=0

n=0

@a(t) = @1 (t) log(|t]) + [H° Y ct"
n=0

(0.¢]

— ( S cnt”) log(|t]) + § cyt" concy =0,
n=0 n=0

y la tnica solucién que pasa por (0,1) ha de ser necesariamente un
multiplo de ¢ (). Buscamos finalmente los coeficientes c,. Para ello

escribimos
o o0 o0
x(t) =Y e, X()=3 ne t" 1, X(t) = > n(n—1)cyt" 2,
n=0 n=1 n=2
por lo que
o o0 o0
2x" =S nn—1c,t", tx = Z ne,tt,  Px = Z Cpot™.
n=2 n=1 n=2
Entonces se tiene que
o o0 o0
Z n(n—1)c,t" + Z ne,t" — z cpot" =0.
n=2 n=1 n=2

Identificando términos del mismo orden en t obtenemos
c1=0; nzcn—cn_z =0,n>2.

Por tanto, se puede concluir que c,+1 = 0 para todo n > 0; es decir,
que todos los coeficientes de orden impar han de ser nulos. Para los
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. . . Cp—
coeficientes de orden par se tiene que ¢, = 3

escrita en términos de c( resulta

sin > 2,ley que

c
2n(

o

Cyp =

2/ npar.

NI=R

Luego
X(H) = 3 gl
e 2271(”!)2

y la tinica solucién que pasa por (0, 1) es aquella para la que ¢ = 1,
es decir,

0= 3

6. Se considera la ecuacidon diferencial
1
2 4 (azﬁztzﬁ 4 - p2ﬁ2>x —0,
conp,« fp R

(a) Prueba que x(t) = v/t f(at?) es solucién de la misma, donde f
es una solucién de la ecuacion de Bessel de orden p.

(b) Teniendo en cuenta que una solucién de la ecuacién de Bessel

t . .
de orden % es Se\nfg ), prueba que una solucién de la ecuacion

dadacona=1,8 =2y p= % cumple x(,/7) = 0.

(c) Demuestraquesia =1, =2yp = %, entonces toda solucién
no trivial de la ecuacién dada posee infinitos ceros positivos.

Solucion : (a) Derivando sucesivamente el cambio de variable obte-
nemos

") =« /3—%/06[5 f(“tﬁ)
X (t) = apt f(t)+—2\ﬁ ,

X (1) = o2 BB (B + af2HP 3 (autB) — }Lt_gf(octﬁ) .
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Insertando las expresiones anteriores para x'(t) y x” () (en términos
de f y sus derivadas) en la ecuacién diferencial se tiene que x(f) =
V't f(atP) es solucion si y solamente si

“2ﬁ2t2/3+%f//(“t/3)
a2t f ot + (P28 — B2 ) Vif (at) = 0
o, equivalentemente,
o2t ! (autP) 4 atP f (atP) + <oc2t2/3 — p2> Vif(atP) =0. (6.5)
Denotando & = at?, 1a ecuacién (6.5) puede ser reescrita como

EXf(E)+Ef (&) + (2 —p)f(&) =0,

que es satisfecha siy s6lo si f es una solucién de la ecuacién de Bessel
de orden p.

(b) La ecuacion resultante deelegira =1, 3 =2y p = % es

3
2.1 4 >
tox” + <4t 4>x
Por lo demostrado en (a), x(t) = V/tf(t?) resuelve (6.6) donde f es

una solucién de la ecuacién de Bessel de orden % En particular po-

sen(t?)
i

es una solucion que satisface x(/71) = 0.

0. (6.6)

sen(t?)

demos elegir f(#?) = o

, de donde se concluye que x(t) =

(c) Para valores positivos de ¢, la ecuacion (6.6) puede reescribirse de
la siguiente forma:

x" + <16t4—_3>x=0.

412
Es sencillo comprobar que
16t* — 3 1413
———>1 Vt _— =1.
iz = VEE g >

Podemos entonces comparar en I con la ecuacién x"+x=0,en cuyo
caso el teorema de Sturm nos permite afirmar que las soluciones no
triviales de (6.6) tienen infinitos ceros positivos.
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CAPITULO 7

Analisis local de existencia y
unicidad de soluciones

1. Se considera la sucesién de funciones
fn:]0,1] = R, fu(x) =sen(nx).

Decide razonadamente si son verdaderas o falsas las siguientes afir-
maciones:

(a) La sucesion es uniformemente acotada.
(b) La sucesion es equicontinua.

(c) Existe una sucesion parcial de {f,} que converge uniforme-
mente en [0, 1].

Solucién : (a) VERDADERA. Es evidente, ya que

|sen(nx)| <1 Vxel0,1], VneN.
(b) FALSA. En efecto, basta con elegir ¢ < 1y cualquier pareja de
puntos de la forma (x = 0,y, = 5.) con n = n(8) € N suficiente-
mente grande para que
us
—Yn| = 7= <9.
|x yn | n <
De este modo se tiene que

| sen(nx) — sen(ny)| = sen (g) =1>¢.
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(c) FALSA. De hecho, se puede comprobar que ni siquiera existe una
subsucesion de { f,,} que converja puntualmente. Razonamos por re-
duccion al absurdo. Supongamos que existen f € C([0,1]) y {fx}
una subsucesion de {f, } tales que para todo x € [0, 1] se verifica

It {f, ()} = £(x).

En particular, f(0) = limy_,{f4,(0)} = 0. Como las funciones f,,
son todas continuas, dada cualquier sucesién {t,,} C [0,1] tal que
limy,—co{tm} = 0 se tiene que

n}ggo{fnk(tm)} = fn,(0) =0=f(0) VkeN.

Podemos extraer entonces una subsucesién diagonal { fy,, (t,,) } usan-
do el principio de seleccién de Cantor de modo que

Tim {fuy(0,)} = 0 = £(0).

Sin embargo, podemos elegir por ejemplo t,, = Z—Zk para observar
que

7T
Fu(t,) = sen (5) =14£0=£(0),
lo cual conduce a contradiccion.
[ |

Demuestra que la sucesion de funciones {f,(t)} = {M} con-

N

verge uniformemente a cero en R. ;Qué se puede decir acerca de la
convergencia de { f; (¢)}?

Solucién : La convergencia uniforme de { f, } hacia cero en R es obvia,

ya que
sen(nt) ‘ <
— | =

fult) = =

1
>
fu(t) = Vit cos(nt)

genera una sucesion oscilante que, por tanto, no tiene limite.

Por otro lado

Basta por ejemplo con considerar
1im {£1(0)} = lim {V/n} = oo.
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o
]
o
IN
=4
o
o
[oe]
=

Figura 7.1: Representacién grafica de algunos términos de la sucesién de funcio-
nes del Ejercicio 1 en el intervalo [0, 1].
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W W
JATdl

Figura 7.2: Representacién grafica de los cuatro primeros elementos de la suce-
sion { f; } del Ejercicio 2 en el intervalo (—27, 27).
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3. Sean I un intervalo compacto y f, € C'(I,RN) una sucesién de fun-
ciones tal que {f;} es uniformemente acotada. Demuestra que {f, }
es equicontinua.

Solucién : Como {f;,} es uniformemente acotada, ha de existir una
constante M > 0 tal que

| fh(x)| <M VneN, Vxel.

Como ademés f, € C'(I,RN) para todo n € N podemos aplicar el
teorema del valor medio para concluir que dados x, y € I tales que
|x — y| < 5, existe z € Int(I) que satisface

1fu(x) = faIl < I f2(2)l1x = y| < M8.

Fijado ¢ > 0, basta entonces con elegir 6 = 4; para deducir la equi-
continuidad de {f, }.

4. Sea f, : R — R una sucesién de funciones uniformemente acotada,
equicontinua y tal que

|l|im fu(t) =0 uniformemente en .
t|—o0

Prueba que existe una sucesion parcial de { f,} que converge unifor-
memente en R hacia una funcién f € C(R).

Solucién : Sea ¢ > 0. De la condicién

|1|im fu(t) =0 uniformementeenn € N
t|—o0

se desprende la existencia de R = R(¢) > 0 (jindependiente de n!)
tal que

fal <5 VEER: | >R,
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Por otro lado, de la equicontinuidad de {f,} se deduce que sit,s €
[—R, R] son tales que |t — 5| < §, se tiene que

|fu(t) — fu(s)] < g Vn eN.

Tomemos ahora un recubrimiento finito del compacto [—R, R]:

k

[-R,R] c |J B(a;,8), a1,...,a, € Q.
i—1

En virtud del principio de seleccién de Cantor, existe una sucesién
parcial convergente en H = {ay,...,a;}. En efecto, se dispone del
siguiente resultado:

Sea f, : R — R una sucesion de funciones uniformemente acotada y sea H
un subconjunto numerable de R. Entonces existe una sucesion parcial de
{fu} que converge puntualmente en H hacia una funcién f : H — R.

Por tanto, para cualquier a; € H existe ny = ng(e, a;) tal que si
o(n),o(m) > ng entonces

|\ fom) (@) = fomy(ai)| < g

De este modo, dado t € [—R, R] podemos afirmar que existe a;, tal
que [t —a; | <y

|fa(n)(t) - fa(m)(t)| < |fa(n)(t) _fa(n)(aio)|
+ ’fa(n)(aio) - fa(m)(aio)| + |fcr(m)(aio) - fcr(m)(t)|

<ctsti=c¢
3 3 3

Ademads
£

|fc7(n)(t) _fa(m)(t)| < |f<r(n)(t)| + |f(7(m)(t)| < §+ 2 - ¢

para todo t € R tal que [¢| > R, por lo que la sucesién { fo(,,) } es uni-
formemente de Cauchy y, por tanto, converge uniformemente hacia
una funcién continua (ya que todas las funciones f, son continuas)

f.
|
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5. Se considera la sucesion de funciones

0, t<mn
fmiR—=R, fu(t)=< t—n, n<t<n+l1
1, t>n+1

Prueba que es uniformemente acotada y equicontinua y que conver-
ge puntualmente hacia f = 0 pero no lo hace uniformemente.

Solucién : Es evidente que |f,(t)| < 1paratodot € Ryn € N, delo
que se desprende la acotacién uniforme.

Pasemos a estudiar la equicontinuidad. Sea ¢ < 1y tomemos § =
£ <l
2 =72

Sit,s < n,entonces |f,(t) — fu(s)| =0 < e.

Sit,s > n+1,entonces |fu(t) — fu(s)| =0 < e.

Sit,s € (n,n+ 1), entonces

fult) — fu(s)| =t —n—s+n|=|t—s|<s<e.

Site (n,n+1)ys < n,entonces

[fat) = fu(s)| = [t =n| <[t —s[ <& <e.

Sit>n+1ys e (n,n+1), entonces

[fu(t) = fu($) = [1 =t +n| <t —s] <o <e.

Dado t € R siempre se puede encontrar N = N(t) tal que para
n > N se tiene que t < n, luego f,(t) = 0y, por tanto, la sucesién
{fun} converge puntualmente hacia cero cuando n — oc.

Comprobemos finalmente que {f,} no admite sucesiones parciales
que converjan uniformemente. Razonamos por reduccién al absur-
do. Supongamos para ello que existiese una tal sucesion parcial { f,, }.
En ese caso el limite uniforme deberia ser cero, que es el limite pun-
tual. Es decir, habria de cumplirse que {f;, } — 0 uniformemente
cuando k — oo o, dicho de otro modo, que para todo ¢ > 0 existe un
indice N = N(¢) tal que si ny > N entonces

|fu,(£)] <e VteR.
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Figura 7.3: Representacion gréfica de los cuatro primeros términos de la sucesion
de funciones del Ejercicio 5.
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Pero esto no es factible, ya que con sélo elegir e > 1yt > ni+ 1 se
llega a una contradiccion.

[
6. Se considera la ecuacién diferencial
X' —x=0.
. t4 .
¢Para qué valores de € la funciéon z(t) = elz es una solucién e-

aproximada de la ecuacién en el intervalo [— 2 oL 2 ?

Solucién : Una funciéon @ de clase C! a trozos es una solucion e—
aproximada de x’ = F(t,x) en [a, b] si

@ (t) — F(t, ®(t))| <& V¥t € [a,b] N Dom(d)

donde @ sea derivable. En nuestro caso, x”" — t?x = 0 puede rees-
cribirse en forma vectorial como (u1,u)" = (uy, t?u7). Sea entonces

4 4 4 4
D(t) = (eiz §€12> luego @' (t) = <§ etz {2 o2 —|-§e%2>.Tenemos

o' (t) — NI = (o, —en)H = —eiz = h(t).

La funcién h(t) alcanza su valor méximo en los puntos f = j:%:

1 1 1 1
H(=2) =1(3) = sz
luego ® es una solucién e-aproximada de x” — t2x = 0 en el interva-

lo [—3, 3] siys6losi

1 1
>—e9

7. Se considera el problema de valores iniciales

(P) { x" = F(t,x)

x(to) = xo
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donde F : Q — RN es continua, Q C RN*! es un abierto y (tg, x) €
Q.Seana,b > 0y | - | una norma vectorial en RN tales que el con-
junto

R={(t,x) e RN*1 1|t —to| <a, |x—xo < b}
satisface que R C Q). Sea también M > 0 tal que
|[F(t,x)| <M V(t,x)eR.

Fijado a < min{a, %}, definimos la siguiente sucesion (llamada su-
cesion de iterantes de Picard):

{ $o(t) = x0,
bri1(t) = x0+ ftto F(s,¢x(s))ds, keN,

paracadat € [t) — «, o + «].

(a) Prueba que ¢y (t) estd bien definida y es continua en [ty — o, to +
| para todo k € N.

(b) Prueba que si la funcién F es localmente lipschitziana respec-
to de la variable x, entonces la sucesion de iterantes de Picard
converge uniformemente hacia la solucién de (P).

Solucién : (a) Las iterantes de Picard estan bien definidas, ya que

| [ Fsoutonas] < [ 17 ol < Ml —to] <

para todo k € Ny, si xg € R, entonces

I (0) =l < [ 1G5 s

b
< F—ty < <M-—=b
< M| ol < Ma < M ,

luego x,4+1(f) € R cualquiera que sea n € N.

(b) Llamemos L a la constante de Lipschitz de F. Comprobaremos
en primer lugar (usando un argumento inductivo) que se satisface la
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siguiente estimacion para la diferencia entre dos iterantes de Picard
consecutivas:

Lk
AT 71)

k42 (8) = 2 (B[] <

En efecto, la condicién (7.1) es claramente satisfecha para k = 1 ya
que

2 () =21 (B) ]| < /t: [E(s, x1(s)) — F(s, xo(s)) | ds

<t e = mlelds < L[ [TIFG )] ds) dr

t
< LM/ T — to| dt < LMalt — o .
fo

Supongamos (hipétesis de induccién) que

MalLk-1 _
[ (t) — 21 (B)]] < W‘t to[F1.

Entonces

MaL*  rt _
_—1)'/ |S—t0|k 1dS

<L )~ xa (O ds <

ML
el RN LS

Estudiemos ahora la convergencia de las iterantes de Picard. Para
ello escribimos x,(t) como una serie telescopica de la siguiente for-

ma:
n

xn(t) = xo —I—kz (xk(t) —xx1(t)), tel.
=)

Para cada t € I, la serie

k() — xx—1 ()| (7.2)
=

estd dominada por la serie J > ( la cual es convergente.! Por

—k nr
tanto, el criterio de la mayorante de Weierstrass establece que la serie

MockLk T _
21?01 —r = Ma 32

lekl

—)1 = Ma el
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(7.2) es absolutamente convergente en I y converge uniformemente
en cada compacto de I, es decir: cuando n — oo,

{xn} — x uniformementeen] V] C Icompacto.

Ademds x(t) es continua en I, pues dado f € I existe un compacto |
de I parael quet € Int(J) C J C I yen ] la funcién x(t) es continua.
Sea t € I fijo (aunque arbitrario) y consideremos | = [to, t] (o bien
J = [t, to]). Como {x,} — x uniformemente en | cuando n — oo, se
tiene que

11113;10{/13 S, Xn(s ds} /T}LIEO{F s, xn(s))}ds = /IF(s,x(s))ds

donde se ha empleado ademas la continuidad de F. Tomando ahora
el limite n — oo en la expresién

Xpi1(t) = x0 + /]P(s,xn(s))ds
obtenemos
x(t) = xo —1—/}F(s,x(s))ds

y, por tanto, la existencia de soluciones de (P). Para observar la uni-
cidad supongamos que x(t) e y(t) son dos soluciones de (P), esto
es,

x(f) :xo—i—/]F(s,x(s))ds, y(t) :xo—l—/jF(S,y(s))ds.
Entonces
[x(t) —y(H)] < /]||F(S/x(5))—F(S,y(s))HdS < L/}llx(s)—y(S)HdS-

Una aplicaciéon inmediata del lema de Gronwall nos conduce final-
mente a que ha de ser

lx(t) —y(t)[ <0 Vtel,
luego x(t) = y(t) en I.

Escribe los primeros términos del esquema de iteraciéon de Picard pa-
ra cada uno de los siguientes problemas de valores iniciales y, cuan-
do sea posible, encuentra explicitamente la solucién:
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Solucién : El esquema iterativo de Picard es el siguiente:
t
xo(t) = dato inicial = x(ty), x,+1(f) = xo —l—/ F(s,xu(s))ds.
to

(a) F(t,x) = x + 2, luego se trata de una ecuacién lineal. Tenemos

2,

xo(t)
t
xl(t):2+/4ds:2+4t:2(1+2t),
0
t t
xz(t):2—|—/ [2(1+25)+2]ds:2+4/(1+s)ds
0 0
=2(1+t)2 =2(1+2t+1#),

t 1
x3(t) :2+/0 (4+45+457)ds =2(1+ 20+ 2+ 5,

3
f 2 1, 1
xa(t) = 2+/0 (4+4s+25%+ 557 ) ds =2 (14204 24 20+ ).

En este caso la solucién explicita es facilmente calculable por tratarse
de un problema lineal:

x(t) =2(2¢' —1).

(b) F(t,x) = X3, luego

0= XO(t) = xl(t) = Xz(t) ces

Por tanto, la sucesion de iterantes de Picard converge hacia cero. Si
resolvemos el problema de valores iniciales por separacién de varia-
bles obtenemos que x = 0 es solucién, pero en general no podemos
garantizar la unicidad.
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(c) F(t,x) = x%, luego
xo(t) =1,

t
x1(t) :1+/ ds=1+t,

@WIN

3
7(1+t)

_1+/ ;1+t) )ds—1+<;>3/1t+1 (4+3u%)" du,

sucesion que es convergente a pesar de que las integrales no sean
expresables en términos de funciones elementales. Si resolvemos el
problema de valores iniciales por separacién de variables obtenemos

x(t) = 2_7t)3 43

4
x()_1+/ (1+s) Sds = -+

[eSIE

(d) F(t,x) = sen(x), luego

0= X()(t) = xl(t) = x2(t) e
Por tanto, la sucesion de iterantes de Picard converge hacia cero.

(e) F(t,x) = %, luego se trata de una ecuacién lineal homogénea.
Tenemos

xo(t)

1,

\
»-l>|>—\

—1+i<i(t—1) HGR %( —1))

= (P sty )

t
x4(t):2+/ (4+45+25° + 2 ) ds
0 3

1 1
:2<1+2t+t2+3t3+ﬁt4)
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9. (Ejemplo de Miiller) Se considera el problema de valores iniciales

x' = f(t,x
(P){ x(0) 75

donde f : (—o0,1) x R — R es la funcién

0 sit<0OyxeR
)2t si0<t<lyx<O
f(t,x) = 2t_4Tx Si0<t<1ly0<x<¢t?
—2¢ si0<t<lyt <x

(i) Prueba que (P) tiene una tnica solucién.

(ii) Calcula la sucesién de iterantes de Picard. ;Es convergente?

Solucion : (i) Demostraremos en primer lugar que f es continua en
(—o00,1) x R.

(a) Continuidad de f en los puntos (0, x) con x # 0.
Sea {(tn,x4)} una sucesién convergente hacia (0, x) cuando
n — o0. Se trata entonces de comprobar que

Jim {f (s, 1)} = £(0,2) = 0.

(al) Six > 0y {t,} — 0T, para valores de n suficientemente
grandes se tiene que x,, > t2, luego

nlim {f(tn, xn)} = nlim {—2t,} =0.
(@2) Six <0y {t,} — 0T, entonces
lim {f(ty, x,)} = lim {2t,} = 0.
n—aoo n—oo
(b) Continuidad de f en los puntos (t,t*) con 0 < t < 1.

Sea {(t;,x;)} una sucesién convergente hacia (,t*) cuando
n — oQ.
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(b1) Six, > t%, entonces
Tim {f(tn, xn)} = lim {2t} = -2t = f(t, t2).

(b2) Si x, < t2, entonces

n

42
=2t —— =2 = f(t,1?).

(c) Continuidad de f en los puntos (t,0) con 0 < t < 1.
Sea {(tu, x,) } una sucesion convergente hacia (t,0) cuandon —
Q0.

(c1) Six, > 0, entonces

. s 4xy
Jm {f(tn, xn)} = lim {2tn -5

} =2t = £(t,0).

n

(c2) Six, < 0, entonces
lim {f(ty,x4)} = lim {2t,} =2t = f(+,0).
n—oo n—oo

(d) Continuidad de f en (0,0).
Sea {(ts, x,)} una sucesién convergente hacia (0,0) cuando
n — oQ.

(d1) Sit, < 0, entonces
lim {f(ty, x4)} = lim {0} =0 = £(0,0).
n—oo n—oo
(d2) Sio<t, <lyx, > t%, entonces
nlirn {f(tn, x0)} = nlim {—2t,} =0=f(0,0).
d3) Sio<t, <1ly0<ux, < t%, entonces
0= lim {—-2t,} < lim {f(t, xn)}
n—oo n—oo

— lim {Ztn . 4;“"} < lim {2t,} =0,

n—oo n n—oo

luego

lim {f(ty, x4)} =0= £(0,0).

n—oo
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(d4) Si0 < t, <1yx, <0, entonces

It {F(t, )} = lim {26} = 0 = £(0,0).

Por consiguiente, el teorema de Cauchy-Peano garantiza la existen-
cia de al menos una solucién de (P). Veamos finalmente que (P) ad-
mite una tnica solucién.

(a) Sit <0, entonces f(t,x) = 0 para todo x € R, luego el proble-
ma a resolver en este caso es

{0

cuya unica solucién es la trivial.

(b) Si0 <t < 1 existen dos posibilidades:

(bl) Si fuese f(t,x) = 2t en algun intervalo, entonces el pro-
blema a resolver seria
x' =2t
x(0)=0

que admite por tinica solucién a la funcién x(t) = 2. Pero
entonces se tendria

4 42
¥ = f(t %) :2t—Tx:2t—T:—2t,

lo cual nos conduciria a contradiccion.

(b2) Si fuese f(t, x) = —2t en algtn intervalo, entonces el pro-
blema a resolver seria

{305

que admite por tnica solucion a la funcién x(t) = —t2. Sin
embargo, la funcién x(t) habria de ser positiva para que
f(t,x) = —2t, lo cual es contradictorio con el resultado
obtenido.
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La conclusién es, por consiguiente, que ha de ser x’ = 2t — 3%
si 0 < t < 1. Resolviendo esta ecuacion lineal junto con el dato

inicial x(0) = 0 obtenemos x(f) = % Luego

w = [Osit=0
N §s10<t<1

es una solucién de (P). Veamos finalmente que de hecho se tra-
ta de la tinica solucién de (P). Para ello demostraremos previa-
mente la siguiente

Proposicién 4 (UNICIDAD LOCAL A LA DERECHA). Sean x :
[to,1) — Ry xp : [tg,n) — R soluciones del problema de
valores iniciales

{ x" = F(t,x)

x(to) = xo

donde F es una funcién continua en las dos variables y decre-
ciente en x. Entonces

/4

X1 (t) = X2(t) Vit e [to,min{txl,(xz}) .

Demostracion. Se define la funciéon
d(t) := (xq1(t) — xz(t))z, t € [to, min{ag,ap}) = 1.

Claramente d € C(I). Ademads d(tg) = 0y d(t) > 0Vt € I.
Derivando y usando que F es decreciente en x obtenemos

por lo que s6lo puede serd = 0Vt € I o, lo que es lo mismo,
X1 = Xpen I.

De este modo podriamos concluir, previa comprobacién de que
f es decreciente en x, la unicidad de solucién a la derecha de
0 para el problema de valores iniciales (P). La unicidad a la
izquierda de 0 es clara, pues si t < 0 necesariamente ha de
ser x = 0. Comprobemos, por tanto, que f es decreciente en la
segunda variable.
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(a) Sit <0, entonces f(t,x) = f(t,y) = 0 para cualesquiera
x,y € R.

(b) Si0 <t < 1 podemos distinguir los siguientes casos:
(bl) Six < y < Osetiene que f(t,x) = f(t,y) = 2t.
(b2) Sit? < x < y se tiene que f(t, x) = f(t,y) = —2t.
(b3) Si0 < x < y < t? se tiene que
£t x) = 2t — 47" > 2f 4Ty — fty).
(b4) Six < 0y 0 < y < t? se tiene que f(t,x) = 2ty
f(t,y) =2t— 4Ty, luego f(t,x) > f(t,y).
(b5) Six < 0 < t? < yse tiene que f(t,x) =2ty f(t,y) =

—2t,luego f(t,x) > f(t,y).
(b6) Si0 < x < t? < y se tiene que

flt) =22 > a2t = f(t,y).

(ii) La sucesion de iterantes de Picard es la siguiente:

xo(t) =x9 =0,
t 0sit<O0
xl(t)—/of(sro)ds_{ fézsdsztz sit>0 "7
t
xa(t) = [ fls,xi(s))ds
0sit<O0
T\ o festyds = (25— )ds =~ si >0 ¢
t 0sit<0
o) = [ fleoaNas = { G50 50 00 om0

En general, se puede argumentar por induccioén que

(1) = 0sit<O0 X (f) = 0sit<O0
2= 2 sio<ct<1 7 2T 2goct<1

lo cual permite concluir que las sucesiones parciales {x2,} v {x2,41}
convergen aunque no hacia la solucién de (P). Por tanto, podemos
afirmar que la sucesién de iterantes de Picard no es convergente.
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10.

Sean f : R — R una funcién continua y localmente lipschitziana y
g : R — R una funcién continua. Prueba que la ecuacién

/

X'=f(x), y=gxy

tiene una tinica solucién para unas condiciones iniciales dadas. Cal-
cula la solucién en el siguiente caso particular:

{ X =2, ¥ =+I|xly
=3

x(0) =1, y(0)

Solucién : Consideremos en primer lugar el problema de valores ini-

ciales
{ ¥ = f(x)
X (to) = X0
Este problema admite una tnica solucién x(t; tg, xo) por ser f con-
tinua y localmente lipschitziana. Sustituyendo esta solucién en la
segunda ecuacion podemos plantear el siguiente otro problema de

valores iniciales
{ y'(t) =Gt y)
y(to) = yo
con G(t,y) = g(x(t; tg, x0))y(t). Como g es continua por hipétesis,
la composicion g(x(t; to, xo)) es también continua. Ademas G(t, y) es
lineal en y, por lo que concluimos la existencia de una tinica solucién.
En efecto:

7

IG(t,y) — G(t,2)]| = Gty —2)]
— . _ < £ . _
Ix(to x0)(y =2 <, max  {lx(tito,xo) My ==,

es decir, G(t, y) es localmente lipschitziana en la segunda variable.

Estudiamos finalmente el caso particular

{ X =2lx[, ¥ =+/lxly
—3

x(0) =1, y(0)

La tnica solucion de
x' = 2|x|
x(0) =1
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11.

12.

es x(t) = ¢?. Por tanto, para concluir hemos de resolver el problema

{ y'(t) = ey
y(0)=3 7’

que admite por tinica solucién y(t) = 3¢ 1.

Estudia la existencia y unicidad de solucién de los siguientes proble-
mas de valores iniciales:

@ x' = |x|+2—-x>2—1), x(ty) = xo.
(b) ' =g(x) + 5, x(to) = %o,

cos(x six >0
e )= { ) 573

Solucidn : (a) La existencia de soluciones estéd garantizada por la conti-
nuidad de la funcién F(t, x) = |x| 4 (2 — x?> — t?) en ambas variables.
Ademas, F es sublineal en la segunda variable ya que

F(t,x) < |x|+2
para todo (t,x), lo cual es suficiente para concluir la unicidad de

solucion.

(b) La funcién F(t, x) = g(x) + 15 es continua porque g(x) lo es, lo
cual garantiza la existencia de soluciones. La unicidad puede dedu-
cirse como consecuencia de la sublinealidad de F, ya que

1 1
t—2]

[F(t,x)] < lg(x)] +

para todo (,x) € R?.

Para las siguientes funciones, halla una constante de Lipschitz en la
region indicada o bien demuestra que no existe:
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(@) f(x) =a], x€ (~o00,00).
(b) f(x) =
(©) f(x)z%, x € [1, 00).

(d) f(x,y) = (x+2y,-y), (xy) R
© fry) =1y, PHY <z

® f(x) =xlog(lxl), x#0, f(0)=0, xe[-1,1]

w\»a

€ [-1,1].

Solucion : (a) Se tiene

f() = f = [lx[ = [yl < |x—y] YVxyeR,

luego podemos tomar L = 1.

(b) NO existe. Si existiese tal constante, llamémosla L, habria de sa-
tisfacer

M<L Vx,ye[-1,1].

Para comprobar que no es posible basta contomary =0y x=¢> 0
tan pequefio como se desee.

(c) Se tiene

f(x) = fy)l =

IRAE
|XI Y|

A P >
o ‘_|x y| Vx,y>1,

luego podemos tomar L = 1.

(d) Se tiene

1f(xy) = f(Z 9|1 =[[(x+2y, —y) — (X+27,—7) |
=[(x=x+2(y 7)., -yl =lx—x+2(y —§)| + |7 -yl
<|x—%+3ly—7 <3l(xy) — (D1 Vi(xy) eR?,

Rz

luego podemos tomar L = 3.
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(e) Se tiene

SN Xy Xy
Fen) = @D = [ - o7
_ xy(l—i—a?—i-y)—fy(l—l—x-i-y)‘:‘yy(x—f)—l—xf(y—y)-i-xy—fg
(I+x+y)(1+x+7) I+x+y)(1+%+7)
:‘yy(x—f)+xf(y—y7)+y(x—f)+f(y—?)
(1+x+y)(1-|—3?+?)
:’y(1+17)(x—f)+f(1+x)(y—37)‘
(1+x—|—y)(1+3€+]7)
y(1+7) i *(1+x) i
‘(1+x+y>(1+f+}7) ‘x_x‘+‘(1+x+y)<1+f+;7) vy
s =t e - gl <2 - @,

luego podemos tomar L = 2.

(f) NO existe. Si existiese tal constante, llamémosla L, habria de sa-
tisfacer

¥log([x]) = ylog(WDl _ | vy y e (—1,1].
[x =yl
Para comprobar que no es posible basta con tomar y = 0 (obsérvese
que f(y) = 0) y x = ¢ > 0 tan pequefio como se desee.

13.  Se dice que una funcién continua f : R — R es lineal a trozos si existen
—00 =X < X1 <Xp < < X = +00

tales que f es lineal en cada intervalo (x;,x;11),i=0,1,2,--- ,k—1;
es decir,

f(x) =aix+b; x¢€ (x,x41), i=012,---,k—=1, a;b €R.

Prueba que las funciones lineales a trozos son globalmente lipschit-
zianas.

Solucién : Es inmediato comprobar que la condicién de Lipschitz es
satisfecha en cada subintervalo (x;, x;11). En efecto, dados cuales-
quiera x, y € (x;, x;11) se tiene que

f(x) = f(W)] = laix +bi = (aiy + bi)| = |ail[x — y|.
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Consideremos ahora el caso en que x € (x;, x;;1) e y € (xj,Xj41) con
i,j=0,1,--- ,k—1,i < j.Se tiene que

f(x) = f(y)] < |f(x) = flxiv) | + [ f(xig1) — f(xi2)]
o f(xjon) = f(x)| + | f(x)) = f()]

< ai[x — xipa| + [ais][xip1 — xis2]

+ o lajallxjor = xg] + ajl|x; — vl

< (3 lanl)lx—y.

Por tanto, f es globalmente lipschitziana con constante de Lipschitz
k-1
L= Zn:O |an"
[

14. Sea X = C([—1,1];R) y consideremos la aplicacion T : X — X
definida por

(a) Demuestra que T tiene un tnico punto fijo z(¢) con
0<z(H) <1 Vte[-1,1].
Encuentra dicho punto fjjo.
(b) Demuestra que si se toma x((t) = 1y se define
xpe1=T(xx), k€N,
entonces {x;} converge uniformemente hacia z.

(¢) Como consecuencia, obtén una demostracién del teorema de
aproximacién de Weierstrass (observa que cada xj es un poli-
nomio).

Solucion : (a) z(t) es un punto fijo de T si y solamente si

(z(H)?+1—-#) =z(t) Vte[-1,1],

N =
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ecuacion la cual produce dos soluciones: z = 1 £ |¢|. Por tanto, sélo
existe un punto fijo,
2(t) =1 =i, (7.3)

que satisfaga la condiciéon 0 < z(t) < 1 paratodot € [—-1,1].

(b) Veamos en primer lugar que la sucesién {x;} es decreciente. Se

tiene que
£2
O<1—E:T(XO):X1S1:XO.

Razonamos entonces conforme al principio de induccién suponien-
do cierta la propiedad x; < x;_1 y demostrando que x;;1 < xx. En
efecto, se satisface

1 1
Xpp1 = T(xg) = Q(x% +1-#) < E(x;%_l +1—1#) = T(xk_1) = x.

Por tanto podemos concluir que la sucesién {x;} es mondtona (de-
creciente) y acotada (0 < x; < 1 para todo k € N), de donde se
deduce la existencia de limite, es decir: existe una funcion y/(t) tal
que limy_, o {xx ()} = y(t) para todo t € [—1,1]. Claramente ha de
ser y = z, ya que y(t) es un punto fijo de T no negativo. En efecto, se
comprueba facilmente que

0 < [T(y)](t) = T(klggo{xk(t)})
= lim {[T(x0)](1)} = lim {xc1(8)} = y(t)

gracias a la continuidad de T. Finalmente se puede aplicar el teorema
de Dini? para argumentar que la convergencia es uniforme.

(c) Observamos en primer lugar que cualquier funcién continua en
[—1, 1] puede aproximarse uniformemente por poligonales. En efec-
to, basta con considerar una particién del intervalo [—1, 1]

—l=t)y<h<..<th_1<t,=1

tan fina como se desee y construir en cada subintervalo, pongamos
[ti_1,ti], el segmento

AR OSHEN

ti—tiq

fltic)ti — f(t)tiq

ti—ti1q ’

]t+

2Si f, : [0,1] — R es una sucesién monétona de funciones continuas que converge
puntualmente en ] hacia una funcién continua f, entonces converge uniformemente hacia
fen|0,1]
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15.

el cual constituye el i—ésimo tramo de la poligonal aproximante de
f(#). La cuestion es: ;podemos aproximar cualquier poligonal uni-
formemente por polinomios? La respuesta es afirmativa, ya que cual-
quier arco de poligonal puede escribirse en términos del dngulo defi-
nido en (7.3) sin més que someterlo a los cambios de variable cané-
nicos pertinentes (homotecias y traslaciones). En efecto, si conside-
ramos un arco de poligonal definido en el intervalo [t;_», t;], pode-
mos transportar el primero de sus tramos (es decir, el definido sobre
[ti_n,ti—1]) al intervalo [—1, 0] mediante el cambio de variable lineal

t = (tifl—tifz)(l— ’T|)+ti,2, T € [—1,0],

mientras que el segundo tramo de poligonal (es decir, el definido
sobre [t;_1,t;]) lo podemos transportar al intervalo [0, 1] mediante el
cambio de variable lineal

t=ti—(ti—ti1)(1—|t]), T€l[0,1].

En definitiva, cualquier poligonal puede ser expresada en términos
de la funcién continua (7.3), de la cual sabemos por (b) que puede
ser aproximada uniformemente por polinomios en [—1, 1]. Esto con-
cluye la prueba.

Demuestra que existe una funcién continua en [0, 1] que satisface

f(t) = %/Ots2 sen(f(s))ds Vte0,1].

¢Es tinica?

Solucién : Denotamos X = C([0,1]) y definimos una aplicacién T :
X — X de la siguiente forma:

TN = 5 [ sen(f(s))ds.
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16.

Se tiene que

IT(f) = T(@)lleo = max {[[T(f)]() — [T(g)](t)[}

0<t<1

< 2 [ 2lsen(7(s)) - sen(g(s))]ds

1
<3 [ 2179~ g65)lds < G 1f ~ gllo,

luego T es contractiva y, por el teorema de punto fijo de Banach,
admite un tnico punto fijo.

Prueba que existe una tnica funcién continua en [0, 1] que cumple

x(t) = sen(t) +/Ot&\/s§)ds Vte|0,1].

Solucién : Probaremos en primer lugar la siguiente

Proposicién 5. Sean X un espacio métrico completoy T : X — X
una aplicacién tales que existe k € N para el que T es contractiva.
Entonces T tiene un tnico punto fijo.

Demostracién. Por el teorema de punto fijo de Banach, existe un tini-
co elemento x € X tal que T"(x) = x. Entonces

T(T(x)) = T(T"(x)) = T(x),

por lo que T(x) es también un punto fijo de T¥ que ha de coincidir
necesariamente con x. Por tanto, x es ademds un punto fijo de T.
Veamos que es el tinico. En efecto, si y € X fuese otro punto fijo de T
también lo serfa de T*, pues

TH(y) = T Y(T(y)) = T '(y) = T *(T(y))
=T (y) = =T(y) =y.

Por consiguiente, ha de ser y = x.
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17.

Derivando en la ecuacién integral obtenemos

x'(t) = cos(t) + *(t) = F(t,x) VYtel0,1].

Vi

Es evidente que F(t, x) no es lipschitziana en un entorno de (0, x)
(ni siquiera estd definida en t = 0), por lo que no podemos valernos
del teorema de Cauchy—-Picard-Lindeldf. Consideremos entonces el
espacio X = (C([0,1]),] - [le) ¥ la aplicacion T : X — X definida
por

[T(x)](t) = sen(t) + /Ot % ds .

La aplicacion T estd bien definida puesto que x(t) es continua y %

es integrable en [0, ], luego su producto es integrable:

x(t) [[x[] 00
= B

Sin embargo, T no es contractiva:
T T < $ sods = 24/t o V 0,1
xX) — —|lx = s =2Vt||x — te|0,1].

Comprobamos finalmente que T* si es contractiva, por lo que la pro-
posicién anterior nos permite deducir la existencia de un tinico pun-
to fijo de T. En efecto:

172 = T2l < [ = IT(x) = T(w) oo ds < 26]x ~ ylc,

0 /s
17260 = Tl < [ = IT2() = T2 ()l ts < 51— ]
o0 = 0 \/g o — 3 o7
t1
T4(x) — T* OO</—T3 — T3(1) oo
IT0) = THW)le < | S 1T0) = T(0) s
2, 2
< Z — < Zx—

luego T* es contractiva.

Demuestra el Teorema de Cauchy-Picard-Lindel6f usando un argu-
mento de punto fijo.
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Solucién : El enunciado del teorema es el siguiente:

Considérese el siguiente problema de valores iniciales

(m{f:P@@’

X(t()) = Xy

donde F : D C RN+1 RN y (to,x0) € D, siendo D un dominio de
RN+1.Si F(t, x) es continua en las dos variables y localmente lipschitziana
con respecto a la sequnda variable, entonces (P) admite una iinica solucion
x(t) definida en un entorno de t.

El problema (P) se puede reescribir en términos del siguiente proble-
ma integral equivalente:
t
x(t) =x9+ [ F(s,x(s))ds.
to

Sean a,b > 0 tales que (cf. Ejercicio 7)
R = {(t,x) e RNHVL: |t —to| < a, ||x — xo|| < b} cD,

M > 0 tal que
|F(t, x)| <M V(tx)€eR
y a < min{a, & }. Definimos

R = {(t,x) eRNFL: |t —to| < a, ||x — x| < b} CR.

Sea I C [ty — «, ty + ] un entorno compacto de fy y consideremos el
espacio de Banach X = C(I, RY) dotado de la norma del maximo:

1lloo = max{[lx(£)[|} -
el
Consideremos también el siguiente subconjunto (métrico) de X:
A={xeX:x(ty) = xo, ||x(t) — x0||cc <b}.

Veamos que A es cerrado (y, por tanto, completo). Sea para ello {x, }
una sucesion de A tal que lim, . {x,} = x (nétese que esta conver-
gencia es uniforme). Entonces

SEs decir: si D = I x Q, para cada x € Q) existen una bola abierta B(x,r) y una
constante L = L(x) tales que si y,z € Q N B(x,r) se tiene que || f(y) — f(z)|| < L|ly — z||
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m xe X,

w limy oo {xn(f0)} = x0 = x(to),

» para todo e > 0 existe N € N tal quesin > N se tiene que
1(8) = xol| <l (#) = 2xu(B) ]| + [lxn(t) — 0] < e+,

luego ||x(t) — xo|| < b.

Por tanto x € Ay A es cerrado, luego completo. Definimos entonces
una aplicacion T : A — A dela siguiente forma: T(x) = Ty : [ — RN

tal que
t

Tx(t) =x0+ [ F(s,x(s))ds.

to
Veamos que T esta bien definida:

(i) Ty es continua por tratarse de una composiciéon de funciones

continuas.
(11) Tx(to) = XQ.
(i) I Tx(t) = xoll = | fi F(s, x(5)) ds| < Mlt —to] < Mar < b.

Luego Ty € A. T es, por tanto, una aplicaciéon de un espacio métrico
completo en si mismo. Si conseguimos demostrar que T es contracti-
va podremos aplicar el teorema de punto fijo de Banach para concluir
la existencia de un tnico punto fijo de T que a la postre es la solucién

que buscamos.

Sean x1, xp € A. Se tiene que

7o) = T = | | 1FGs31(6)) = Fls, 0] s

< [ IFG 1) - Fls,xa(o)l ds < Lxo) [ Ixa(s) = rals) s,

t
I Ty = Tiall < L(xo) max [ Jlx1(s) —xa(s) s
tel to

< L(xo)[lx1 — x2||t — to| < L(xo)ex|x1 — x2|.
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Por consiguiente, si exigimos L(xg)a < 1 (lo cual es facil de con-
seguir pues basta con tomar « suficientemente pequefio) tendremos
demostrada la contractividad de T, de donde se concluye que existe
un Unico elemento x € A tal que Ty = x 0, lo que es lo mismo,

x(t) = xo—l—/ttl-"(s,x(s))ds Vtel.
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CAPITULO 8

Analisis global de existencia y

(a)

(b)

(©)

unicidad de soluciones

Demuestra el siguiente principio de comparacién de solucio-
nes:

Sean D C R? un dominioy f : D — R continua y localmente
lipschitziana en la segunda variable. Sean también @1, @3 dos solu-
ciones de x' = f(t,x) definidas en un intervalo abierto [ y to € I. Si
p1(to) < @a(to), entonces @1(t) < @a(t) Vt € 1.

Si en el apartado anterior se sustituye la ecuaciéon x' = f(¢, x)
por x” = f(t,x), ¢se sigue cumpliendo el principio de compa-
racion?

Demuestra que el problema de valores iniciales

X =x24x-2
x(0) =0

tiene una tnica solucion definida en (—o0, 00) y que dicha so-
lucién admite limites en —oo y en co. Calcula dichos limites.

Solucién : (a) Supongamos que existiese (un primer) top < t* € I tal
que @1(t*) = @(t*), de modo que @1 (t) < @a(t) Vt < t*. Entonces,
al ser f continua y localmente lipschitziana con respecto a la segunda
variable el teorema de Cauchy—-Picard-Lindel6ff garantiza la unici-
dad (local) de solucién del problema de valores iniciales

{X’Zf(tIX)

x(t) = @1(t*) 7
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luego la situacién anterior no es posible.

(b) Si la ecuacion es de segundo orden el principio de comparacion
del apartado (a) ya no es valido. Un ejemplo sencillo viene dado por
la ecuacién del oscilador armoénico x” + w?x = 0, de la que es cono-
cido que sus soluciones (combinaciones lineales de senos y cosenos)
se cortan infinitas veces.

(c) En primer lugar observamos que los equilibrios (soluciones cons-
tantes) de la ecuacion son x = 1y x = —2. Como f es continua y
localmente lipschitziana con respecto a la segunda variable (jes un
polinomio!) se tiene, por el principio de comparacién de soluciones
demostrado en (a), que la solucién de nuestro problema de valores
iniciales no puede cortar a ninguna otra solucién de la ecuacién (en
particular a los equilibrios). Por tanto nuestra solucién no puede te-
ner asintotas, de modo que estd definida en R.

Para demostrar que existen los limites en —oco e oo usaremos la si-
guiente

Proposicién 6. Sea f : R — R continua y localmente lipschitziana.
Entonces cualquier solucién no constante de x’ = f(x) es estricta-
mente monoétona.

De este modo, la solucién x(t) es estrictamente moné6tona. De he-
cho ¥'(0) = —2 < 0, luego x(t) ha de ser estrictamente decrecien-
te. Luego al ser x(t) (estrictamente) monétona y acotada, existen
limt_&oo X(t)
Comprobemos que lim;_,« x(t) = —2 (la comprobaciéon de la pro-
piedad lim;._ x(t) = 1 es andloga). Para ello supongamos que
lim;_,o x(t) = k > —2. Entonces ha de ser lim;_,«, x'(t) = 0. To-
mando limites en la ecuacién obtenemos la identidad 0 = k2 + k — 2,
de donde ha de ser k = 1 o bien k = —2, llegando asi a una contra-
diccién.

[

Demuestra el siguiente principio de comparacion de soluciones de
distintas ecuaciones diferenciales:

Sea D C R? un dominio y sean Fy, F> : D — R funciones continuas tales
que
Fi(t,x) < F(t,x) V(t,x)eD.
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Sea @; una solucion de x' = F;(t, x) definida en un intervalo abierto I
(i=1,2)yseaty € I. Entonces, si p1(tg) < @2(to) se tiene que

p1(t) < a(t) Vt>ty, tel.

Solucién : Razonamos por reduccién al absurdo. Supongamos que
existiese un primer instante ty < t* € I en el que @1(t*) = @ ().
Definimos entonces la siguiente funcion distancia entre ambas solu-
ciones:

d(t) := @a(t) — @u(t).
Es evidente que d(t*) =0y
d'(t) = pa(t) = @1 (t) = B2(t, 2(t)) — Fu(t, 1 (1)) > 0,
por lo que d(t) es estrictamente creciente. En particular

0 =d(t*) > d(to) = @2(to) — @1(to) >0,

que es absurdo.

3. Sea f: R"! — R" una funcién continua y globalmente lipschitziana
con respecto a x.

(a) Demuestra que la solucién x(t; y) de

{ Xo

estd definida en R.

(b) Seatp € R fijo. Se define P : R" — R" de la siguiente forma:

P(y) = x(to; y) -

Demuestra que P es biyectiva.
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Solucion : (a) Como f es continua y (en particular) localmente lips-
chitziana tenemos garantizada la existencia local de una tnica so-
lucién x(t) del problema de valores iniciales. Como f es ademas
globalmente lipschitziana en la segunda variable (con constante de
Lipschitz L > 0) se verifica

£ < [1£ (8 x) = fF(£0) |+ 12, 0) ] < Lflx|[ + [1£ (& O],

es decir, f es sublineal. El resto del razonamiento lo hacemos por
reduccién al absurdo. Supongamos que la solucién esta definida en
I = (w—,w4) con (por ejemplo) wy+ < oo (el mismo argumento
es valido para comprobar la prolongabilidad de la solucién hacia la
izquierda). Entonces habria de cumplirse

lim {[lx())][} = oo. (8.1)

t—wy, t<wy

Reescribimos la ecuacion en forma integral como

Kt =y + [ fls,x(s))ds,

expresion de la cual obtenemos la siguiente estimacion:

Ol < Iyl + [ 17+l as
<lyll+ | (L) + 1, 0)] ) s

<yl + sup {5 0) [ ws +L [ [ ds.

O§t<(/U+

Usando finalmente el lema de Gronwall obtenemos

IOl < (vl + sup {IFE O]} ws) ek,

0<t<wy

es decir, x(t) es acotada. Pero esto es incompatible con la condicién
(8.1), luego ha de ser w = oo.

(b) Estudiemos en primer lugar la inyectividad. Para ello suponga-
mos que P(xg) = P(yo), es decir, x(to; x9) = x(to; yo). Esta condi-
cién conduce necesariamente a xg = o, ya que en caso contrario se
violaria la unicidad de solucién en un entorno de t;. Por otro lado,
demostrar la sobreyectividad de P equivale a encontrar xy € R" tal
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que x(tg; x9) = v, dado v € R" arbitrario. Para ello consideramos el
problema de valores iniciales

{ X = f(t,)

x(tg)=0v 7

que sabemos (por el apartado (a)) admite una tinica solucién defini-
da en R. Denotemos por x(t; tg, v) a dicha solucién. Basta con tomar
xo = x(0; tg, ).

4. Se considera la ecuacion x’ = f(x), donde

—4 — x, x < —1
flx)=¢ x(4—2%), -1<x<1
4 — x, x>1

Se pide:

(a) Dado xg € R, demostrar que existe una tinica solucién de la
ecuacion que cumple x(0) = xo. Denotemos por x(¢; xg) a dicha
solucioén.

(b) Demostrar que x(t; xg) estd definida en (—oo0,00) para cada
X0 € R.

Solucion : (a) La unicidad (local) de solucién estd garantizada por el
teorema de Cauchy-Picard-Lindeloff, ya que f es continua y local-
mente lipschitziana (basta, por ejemplo, con observar que f’ es aco-
tada).

(b) Los equilibrios de la ecuacién son x = 4,x = 0y x = —4. Si ele-
gimos xo > 4 y aplicamos el teorema de comparacién del Ejercicio 1
(comparamos con la solucién x = 4), tenemos que x(t) > 4Vt € I.
En este caso f(x) = 4 — x, que es globalmente lipschitziana. Esto
nos permite concluir en virtud del Ejercicio 3 (a). El razonamiento es
analogo si xg < —4, comparando con la solucién x = —4. Finalmen-
te, si xg € (—4,4) basta con aplicar el principio de comparacién del
Ejercicio 1 (a) como se hizo en el apartado (c) del mismo ejercicio.
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Responde razonadamente a las siguientes cuestiones:

(@) ¢Admite el problema de valores iniciales

{ x" = sen(tx)

x(tg) =x0>0

una solucién positiva definida en R? La solucién que pasa por
(1,1), ¢;puede pasar por (2,3)? Prueba que la solucién que pasa
por (0, 2) tiene un minimo local en = 0.

(b) ;Puede ser x(t) = t?> una solucién en (0,1) de la ecuacién x’ =
f(t,x)si|f(t,x)] <1lcont,x€ (0,1)?

Solucion : (a) La funcién f(t,x) = sen(tx) es continua y localmente
lipschitziana, por lo que existe una tinica solucién del problema de
valores iniciales. Ademas f es sublineal: |f(t,x)| < 1, por lo que la
solucién estd definida en R.

Veamos que la solucion ha de ser positiva. Si no lo fuese, habria de
existir t* € R tal que x(#*) = 0. Entonces x seria solucién del proble-
ma de valores iniciales

A

pero la tnica solucién de este problema es x = 0, lo cual es absurdo
porque x(typ) = x¢ > 0 por hipétesis.

La solucién que pasa por (1,1) NO puede pasar por (2, 3). En efecto,
si suponemos que x(t) pasa por (1,1) se tendria que

t
x(t) =1 +/ sen(sx(s))ds,
1
por lo que

x(2) :1+/125en(sx(s))ds <141=2.

Finalmente demostramos que la solucién que pasa por (0,2) tiene
un minimo local en ¢ = 0. En primer lugar, es claro que t = 0 es
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un punto critico de x(t) ya que x'(0) = sen(0) = 0. Como ademas
x"(0) = x(0) cos(0) = 2 > 0, x(t) tiene un minimo local en t = 0.
(b) NO. De serlo, se tendria x'(t) = 2t = f(t,x) Vt € (0,1). Ademas,
|f(t,x)| =2t < 1siysolosi0 < t < 1. Basta con elegir, por ejemplo,
T = 3 para observar que f(7,x(7)) = 21 = 3 > 1, 1o cual contradice
la condicién de crecimiento sobre | f|.

6. Se considera el problema de valores iniciales

/ 1

X :m, X(0>:.X()21. (82)

Se pide:
(a) Probar que existe una tnica solucién x(t) definida en (—oo, 00).
(b) Demostrar que existen lim;—,oo x(#) y lims— _ o x(£).

(c) Encontrar acotaciones para dichos limites.

Solucién : (a) Sea F : R?\ (0,0) — R la funcién definida por

F(t,x) = o
La existencia de soluciones se deduce de la continuidad de F(¢, x) en
R?\ (0,0) por medio del teorema de Cauchy-Peano. Por otro lado,
la unicidad de solucién maximal de (8.2) se desprende del teorema
de Picard-Lindelof, ya que F(t, x) es (en particular) de clase C! en la
segunda variable y, por tanto, localmente lipschitziana. Fijado xo >
1,sea I = (w—,wy) el intervalo maximal en que estd definida la
solucion x(t) de (8.2) (el cual, por supuesto, ha de contener al punto
to = 0). Comprobemos entonces que hadeser wy = coy w_ = —oo0.
Observamos en primer lugar que x(t) es estrictamente creciente, ya
que x’ > 0 para todo (t,x) € R2. Claramente x(t) > xo para todo
t > 0,luego t* + x> > t2 + x > t> + 1sit > 0. Entonces podemos
comparar la ecuacion de partida con y’ = ﬁ En efecto, la solucién
general de i’ = ﬁ

y(t) = arctan(t) +C, Ce€ R. (8.3)

viene dada por
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Entonces, al ser

1 _ 1
2+x2 241

V(tx) € (0,00) xR,

podemos elegir C = xg + € con ¢ > 0 arbitrariamente pequefio y
concluir que

x(t) < arctan(t) +xp+¢ VE>0,Ve>0,

en virtud del principio de comparacién del Ejercicio 2. Se deduce
entonces que x(f) no tiene asintotas a la derecha de cero, luego ha de
ser w; = ool. Comprobamos finalmente que w_ = —oco. Podemos
distinguir las dos siguientes situaciones:

= Six(t) > —1 paratodo t < 0, entonces claramente w_ = —oo.
» En caso contrario ha de existir t* tal que x(+*) = —1, de modo
que

x(t) < -1 Vi<t

en virtud del crecimiento estricto de x(t). Se tiene que

(1> >1=t2 42>t +1=F(tx) < (8.4)

241
para todo (t,x) € (w—,t*) x R. Usamos el siguiente resultado:

Proposiciéon 7. Sean D C R"*1 un abierto yF,F :D — Rdos
funciones continuas tales que

Fl(t,x) < Pz(t,x) V(t,X) eD.

Sean también @1, ¢, : [ — R" soluciones respectivas de x’ =
Fi(t,x) y x' = F(t, x). Entonces existe a 1o més un punto f para
el que @1 (f) = @a(t).

INétese que una vez comprobado que la solucién x(t) no tiene asintotas, cabria atin
la posibilidad de que alcanzara en tiempo finito la frontera del dominio D en que est4
definida la ecuacién, lo cual impediria su prolongacién hasta co. Esto es, podria suceder

lo siguiente:

3{ty} — w4 tal que {x(t,)} — X con (w4,x) € Fr(D).

Sin embargo no es este el caso, ya que el dominio de nuestra ecuacién es R? \ (0,0) cuya
frontera estd constituida tinicamente por el origen de coordenadas. En efecto, de ocurrir
habria de ser w, = 0, lo cual es imposible pues x(t) ha de estar definida en un intervalo
abierto que contenga al punto ¢ty = 0 en que se plantea el dato inicial
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Demostracién. Razonamos por reduccién al absurdo. Supon-
gamos que existen dos puntos consecutivos t; < t; tales que

p1(t) = @a(t1), @1(t2) = @a(t2).

Definimos
d(t) == @a(t) — ea(t).
Claramente d(t1) = d(t;) = 0. Ademas

d'(t1) = @3(t1) — @1 (t1) = Fa(t1, 92(t1)) — Fi(f1, 91(t1)) > 0,
d'(t2) = @3(t2) — @1 (t2) = Fa(ta, 02(t2)) — Fi(t2, @1(t2)) > 0,

lo cual contradice el hecho de que t; y t; sean puntos consecu-
tivos en los que @1 y ¢ coinciden.

Eligiendo ahora C = — arctan(t*) — 1 — 6 con 6 > 0 arbitraria-
riamente pequefio en (8.3), se tiene que

y() = —1-6 < —1 = x(t*).

La cuestion a responder es entonces ;qué puede ocurrir a la
izquierda de t*? La disyuntiva es clara: o bien

arctan(t) —arctan(t*) — 1 -6 =y(t) < x(t) en(w_,t"),

en cuyo caso concluimos directamente que w_ = —oo, o bien
existe un tinico punto t; (segin la Proposiciéon 7) en el que
x(t1) = y(t1) y las graficas de x(t) e y(t) intercambian su po-
sicion relativa, es decir, x(t) < y(f) sit < t1y x(t) > y(¢)
si t > t;. Sin embargo la segunda alternativa no puede veri-
ficarse, ya que de ser asi podriamos usar (8.4) para aplicar el
principio de comparacién del Ejercicio 2, el cual nos permitiria
deducir que, como x(f;) < y(tp) para cualquier t, < t; (porque
las soluciones no pueden cortarse dos veces), entonces habria
de ser x(t) < y(t) para todo t > t;, lo cual es contradictorio
con el hecho de que, por ejemplo, x(t1) = y(f1).

(b) y (c) Hemos demostrado que
xo < x(t) < arctan(t) +xg+ ¢ < 72—T+x0+e Vi>0,Ve>0,
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luego x(t) es estrictamente creciente y estd acotada superiormente.
Por tanto, existe lim; o {x(t)} y

1< x < lim{x()} < T+ x.
t—o0 2
Por otro lado, también hemos comprobado que

— %T —xp < —72—T — xo — arctan(t")

< arctan(t) — arctan(t*) =1 — 6
<x(t)< -1 VE<H,V6>0,

luego existe lim; . oo {x(t)} y

_%T —x < lim {x(H)} < 1.

Se considera la ecuacién x’ = sen(x?). Estudia la existencia, unicidad
y prolongabilidad del correspondiente problema de valores iniciales
y demuestra que todas las soluciones de esta ecuaciéon son acotadas.

Solucién : La funcién f(x) = sen(x?) es de clase C*, en particular
continua y localmente lipschitziana. Por tanto, cualquier problema
de valores iniciales asociado a la ecuacién ¥’ = f(x) admite una tni-
ca solucion definida en un entorno del dato inicial. Ademads, como f
es sublineal (| f(x)| < 1) la solucién es prolongable a R. Finalmente,
los equilibrios de la ecuacién son

x=xVkn, keN,

por lo que todas las soluciones de nuestra ecuacion estdn acotadas.
[

La solucién de
X' =2, x(0) =1

¥ =sen(x), y(0)=1
cesta definida en R?
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Solucion : SI. Es evidente que —1 < i’ = sen(x) < 1. Integrando esta
cadena de desigualdades entre 0 y t > 0 obtenemos

—t<y()—1<tel1-t<y()<1+t,

con lo que concluimos que y(t) estd definida hasta co. Andlogamen-
te, si integramos entre t+ < 0 y 0 podemos afirmar que y(f) también
estd definida hasta —oo. Por otro lado, usando la primera ecuaciéon
se tiene que

0<x(t)=vy*(t) < (1+1)?, t>0.
Integrando entre O y ¢ > 0:
1 1
ogaﬂ—1§§u+o%@1§ﬂn§1+§m+w%

luego x(t) estd definida hasta co. El caso de prolongacién hasta —oo
es analogo.

9. (¢Existe una tnica solucién del problema de valores iniciales

x' = max{t, x}
{10

definida en (—o0, 00)?

Solucion : La funcién f : R2 — R definida por

Ft2) = max{t, v} = 5 (t+2) + o]t —x

es continua. Ademas

t+x  t—x| t+y |t—y|
_ < _ _
x—yl [lt=x] |ty
< _
- 2 + 2 2
x—yl  |t—x t—y
< — — _
= T 2 2 =yl

luego f es globalmente lipschitziana y por tanto (ver Ejercicio 4 (a))
existe una tnica solucién definida en R.
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10. Decide si cada uno de los siguientes problemas de valores iniciales
tiene su solucién definida en el intervalo que se indica:

(@) x' =¢* x(0) =1en |0, 00).
(b) ¥’ =1log(x), x(1) = men [1,00).

(c) " +sen(t)x —log(t) = 1, x(1) = «/(1) = «”"(1) = 7 en
(0, 0).

Solucion : (a) Se trata de un problema en variables separadas. Al re-
solverlo obtenemos

x(t):—10g<—t—|—%>,

cuyo intervalo de definicién es (—oo, 1).

(b) El tnico equilibrio de la ecuacién es x = 1. Como x(1) = 7,
usando el principio de comparacién del Ejercicio 1 concluimos que
x(t) > 1Vt € (w-,w4). Como ademés log(x) < xVx > 1, el
segundo miembro es sublineal por lo que la solucién estd definida
en R.

(c) Al reescribir la ecuacién en forma vectorial obtenemos

/

X1 X2
X2 | = X3 = F(t,x1,%2,%3) .
X3 —sen(t)x; +log(t) +1

Claramente F(t, x) es continua en (0, c0) x R3. Ademads tenemos que

||F(tl X1,%X2, x3) — F(t/ fl/fZI f3)||1
= ||(xy — X2, x3 — X3, —sen(t)(x; — fl))THl
= |xp — 2| + |x3 — 3| + | sen(t)||x1 — 47|
< |l(x1,x2,%3) " = (81, %2, 43) ",
luego F(t, x) es globalmente lipschitziana en la segunda variable. Por

tanto (cf. Ejercicio 3 (a)), la tnica solucién del problema de valores
iniciales estd definida en (0, co).
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11.

12.

El intervalo maximal de definicién de la solucién x(t) = /1 — t del
problema de valores iniciales

X' =5
x(0) =1

es (—oo,1) y lim;_,1- x(y) = 0. ;Hay contradiccién con los resulta-
dos de prolongacién conocidos?

Solucién : NO. Segun los resultados de prolongacién que se han de-
mostrado, podemos prolongar una solucién de x’ = f(t,x) (f con-
tinua y localmente lipschitziana) bien hasta que explote (es decir,
hasta topar con una asintota) bien hasta que esta alcance la fronte-
ra del dominio de f. En nuestro caso, el dominio de f(t,x) = 5*5 es
D(f) = (R\ {1}) x R. Para hablar de solucién se requiere que el con-
junto en que esta esté definida sea un abierto conexo, luego conside-
raremos D1 = (—o00,1) x Ro D, = (1,00) x R segun el dato inicial
de que se disponga. En cualquier caso, la condicién lim;_,,- x(t) =0
en D; permite concluir que la solucién ha alcanzado la frontera de
Dy (en efecto, (1,0) € Fr(Dy)), por lo que es maximal.

(a) Prueba que toda solucién de la ecuacién del péndulo con roza-
miento
mg

mx" + bx' + -5 sen(x) =0

estd definida en R.

(b) Prueba que la solucién del problema de valores iniciales

X" +u(x*=1)x +x=0
x(0) = xo ,
x'(0) = vg

con p > 0, estd definida en [0, 00).

Solucion : (a) Reescribiendo la ecuacién de segundo orden en forma
de sistema obtenemos

< 2 > N < — X —xgsen(xl) > = flx1,x2).
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Entonces

1f(x1, x2) — f (21, %2) |11

b
= [x2 = %l + |- (¥ — %2) + § (sen (1) —sen(x1))|

b s "
< (1 + %> |xp — x| + %| sen(xX7) — sen(xq)]

< <1+%)1x2—f2\+%|x1—f1|
X1 X1
SLH(xz)_(fz)‘

L:méx{l#—%,%}.

Luego f es globalmente lipschitziana en (x1, x3), por lo que toda so-
lucién de la ecuaciéon del péndulo con rozamiento esta definida en
R.

(b) Reescribiendo la ecuacién de segundo orden en forma de sistema
obtenemos

( 2 ) B ( —p(xg —xi)x2 — ¥ ) = f(x1,x2).

Definimos la funcién (de energia)

E(t) = x(t)® + '(t)?,

7

1

con

que no es otra cosa que el cuadrado de la norma euclidea del vector
(x1,x7). Se tiene

E'(t) = —2ux' (D2(x(H)2 —1), te0,ws).

Luego
E'(t) < 2ux'(t)* < 2uE(t).

Integrando entre O y ¢:

t
E(t) < 22 +vg+2u/ E(s)ds.
0
Por el lema de Gronwall:

0<E(t)<(x3+0v3)e®, tec0,wy).
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Por tanto, se tiene que

0 < limsup E(t) < (x3 + v3) e*H¥+ .

t—>w+

Finalmente, si w fuese finito se tendria que limsup,_, ,, E(t) es fi-
nito, lo cual es absurdo. En efecto, si fuese w, < oo sabemos que

— W+ t—w4
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CAPITULO 9

Dependencia continua y
diferenciable respecto de datos
iniciales y parametros. Estabilidad

1. Decide de forma razonada si cada una de las siguientes afirmaciones
es verdadera o falsa.

(a) Sea x.(t), ¢ > 0, la solucién de
X"+ ex' +x3 =0
x(0) =1
x'(0)=0
Entonces x,(t) esta definida en [0, c0) y

lim x,(t) = xo(t) paracadat>0.

e—0
(b) Sea x.(t), e > 0, 1a solucion de

exX' +x3=0
x(0) =1

Entonces x,(t) esta definida en [0, c0) y

limx.(t) =0 paracadat>0.

e—0
(c) Sea x.(t), ¢ € R, la solucion de

x' +esen(x) =0
{ x(0) =1
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Entonces x,(t) estd definidaen [0,1] y

lirr(l) x!(t) =0 uniformemente en [0, 1].
E—

Solucion : (a) VERDADERA. Reescribiendo la ecuacién de segundo
orden en forma de sistema obtenemos

()= (L) =),

Claramente, las derivadas parciales

of _( 0 of (0 o (1

de  \ —x2 )’ ox; \ -3 ) ox, \ —¢
son continuas V (x1,x3,€) € R? x Rg . Luego la solucién general es
de clase C! con respecto al pardmetro ¢ y, en particular,

limxe(t) = xo(t) V>0,

e—0

Veamos que x(t) estd definida en [0, c0). Para ello definimos la si-
guiente funcion (energia) E : [0, wy) — R,

I SR B SRV
E(t) = 5% (1) —i—4x(t) ,
donde I = [0, w+) es el intervalo maximal de existencia de x(t).

Tenemos
E'(t) = —ex'(t)2 <0,

lo que implica que E(t) es decreciente, luego

1,00 1 4 1
- - < E(0) = - I.
0< 2x(t) +4x(t) < E(0) 1 Vte

Por tanto, x(t) y x’(t) son acotadas y, consecuentemente,

1Gx(#), &' ()1 = [x(8)] + |x'(£)]

es acotada. Entonces, por el teorema de prolongacion w = oo.
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(b) FALSA. La ecuacién puede integrarse mediante el método de se-
paracion de variables, en virtud del cual obtenemos

£
=y

que esta definida en [0, co). Al pasar al limite se tiene

limx.(t) =0 Vt>0,

e—0
peronoent = 0.

(c) VERDADERA. La funcion f(t, x, ) = —e sen(x) es sublineal para
cualquier ¢ € R fijo (aunque arbitrario), ya que |f(t, x,¢)| < €. Por
tanto, x.(t) esta definida en R para cualquier valor de ¢. Ademads se
tiene que

0 < [xf| = | —ecos(xe)x| < Jel|xt] = [e]| —esen(xe)| < &2,

lo que implica la convergencia uniforme de {x/ ()} hacia cero cuan-
do ¢ — 0. También podria haberse abordado el problema de forma
directa, resolviendo la ecuacién diferencial por el método de varia-
bles separadas. En efecto, se tiene que la tinica solucién del problema
de valores iniciales es

1
x(t) = 2arctan (tan <§> e_£t> :

A partir de esta expresion las conclusiones son inmediatas.

2. Sea F: R? — R de clase uno y T-periédica (T > 0) en la variable ¢,
es decir:
F(t,x) = F(t+T,x) V(tx) € R2

Denotemos por x(t; xg) a la soluciéon del problema de valores inicia-

les
{ x" = F(t, x)
x(0) = xo

Supongamos que existen x1, xp € R, con x; < xp, tales que
F(t,x1) >0, F(t,xp) <0 VteR.

Se pide:

213



214

(a) Probar que la funcién P : [x1, xp] — R definida como
P(xo) = x(T; x0)
estd bien definida y es continua.
(b) Demostrar que existe x* € [x1, xp] tal que P(x*) = x*.

(c) Deducir que la solucién x(t; x*) es una funcién T—periddica.

Solucién : (a) Como F es de clase C! en particular es localmente lips-
chitziana, luego el problema de valores iniciales

(02

admite una tnica solucién maximal. Consecuentemente, la aplica-
cién P estd bien definida. La continuidad de P es una aplicaciéon
inmediata del teorema de dependencia continua de la solucién res-
pecto de las condiciones iniciales, ya que al ser F de clase C! es en
particular continua y localmente lipschitziana.

(b) Consideramos la funcién Q : [x1, x| — R definida como
Q(x) = P(x) —x.

Claramente Q es continua en funcién de lo demostrado en (a). De-
mostraremos entonces que

Q(x1) =P(x1) —x1 >0, Q(x2) =P(x2) —x2 <0, 9.1)

en cuyo caso podriamos aplicar el teorema de Bolzano para concluir
la existencia de x* € [x1,x;] tal que 0 = Q(x*) = P(x*) — x*. Basta
entonces con probar (9.1). Distinguimos para ello cuatro situaciones.

(i) x(0) = xp > x1. Supongamos que existiera un primer punto
t; > 0 en el que se alcanzase x; (es decir, x(t;) = x1). En ese
caso se tendria x'(t;) < 0 porque x(t) tiene que decrecer para
alcanzar x1, luego x'(t1) = F(t1,x(t1)) = F(t1,x1) > 0 (por
hipétesis), lo cual es contradictorio. La contradiccién viene ob-
viamente de suponer que x(t) corta a x1. Ha de ser, por tanto,
x(t) > x1 para todo t > 0.

1Obsérvese que no podemos aplicar el principio de comparacién de soluciones del
Ejercicio 1 del capitulo anterior porque x(t) = x1 no es solucién de la ecuacion diferencial
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(i) x(0) = xp < x2. Razonamos como en el apartado anterior. Su-
pongamos ahora que x(t) corta a x; (es decir, que existe t > 0
tal que x(f;) = x,). En este caso ha de ser x'(t,) > 0, pero por
otro lado x'(t;) = F(tp, x(t2)) = F(tz,x2) < 0 (por hipétesis),
dando lugar a una contradiccion. Por tanto, x(¢) < x, para todo
t > 0.

(iii) x(0) = xp = x7. En este caso
x'(0) = F(0,x(0)) = F(0,x0) = F(0,x1) >0
y es vélida la misma discusién que en (a).
(iv) x(0) = xg = x2. En este caso
x'(0) = F(0,x(0)) = F(0,x9) = F(0,x2) <0
y es vélida la misma discusién que en (b).
(c) Las funciones x(t; x*) y x(t + T; x*) resuelven ambas la ecuacion
diferencial X’ = F(t, x) y satisfacen la misma condicién inicial. En
efecto:
X'(t+T;x*")=F(t+T,x(t+T))=F(tx(t+T)),
x(t=0) =x(T;x*) =x",
donde hemos usado que x* es un punto fijo de P segin lo demos-
trado en (b). Entonces, por el teorema de existencia y unicidad ha de

ocurrir que
x(hx*) =x(t+T;x*) VteR,

es decir, x(t; x*) es T—periddica.
[

3. Dado ¢ > 0, sea x(t; ¢) la solucién maximal del problema de valores

iniciales
ex' = x2+ (1 —e)t
x(0) =1

(a) Prueba que paratodo T > 0y todo s € (0, 1) se verifica

, 1

uniformemente en [—T, s].
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(b) Calcula $(t;1).

(c) ¢Se puede aplicar el teorema de diferenciabilidad respecto de
pardmetros para calcular 2% (#;0)?

Solucion : (a) Para ¢ = 1 el problema de valores iniciales a resolver es
x/:xz, x(o):]-I

cuya tinica solucién x(t) = 1 estd definida en el intervalo (—oo, 1).
Por el teorema de continuidad de la solucién con respecto a pardme-
tros se tiene que

, 1
(0} = 1

uniformemente en compactos de (—oo,1), lo cual permite concluir
la prueba.

(b) Denotemos & (t) := %(t; 1)y F(t,x,¢) = xg—z + (% — 1)t, de modo

que x" = F(t, x, ¢). Planteamos el problema variacional asociado

£(t) = g—i(t;x(t; 1,1)&(F) + g—i(t;x(t; ,1), £(0)=0,

que en nuestro caso es

2 _ 4
£ = (127) 80+ e &0 =o.

La tinica solucién de este problema (lineal no homogéneo) es

‘“”:ﬁé‘%‘l)-

c) NO, va que 2£ v % no estan definidas en ¢ = 0.
yaq ox y oe
[ |

Para cada ¢ € R, sea x(t; ¢) la solucién del problema de valores ini-

ciales
X =(1+e)x—ex?—1
x(0) =2

Se pide:
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(a) Demostrar que si € € [0, 5], entonces x(t; ¢) estd definida en R.

(b) Probar que para todo T > 0 existe ¢y > 0 tal quesi —gp < e < 0
entonces x(t; ¢) estd definida en [0, T].

(c) Calcular ‘3—’6‘ (t;0).

(Junio 1995)

Solucién : (a) Los puntos de equilibrio de la ecuacién diferencial son
aquellos que satisfacen (1+¢e)x— ex2—1=0,estoes,

1+e£]e—1]
X = .
2¢

Si consideramos ¢ € [0, 3], los puntos de equilibrio son entonces

™| =

x=1, x==¢€[2,00].

Por tanto, si e > 0 se tiene que

1<x(te) <

1
E ‘v’te(w,,aur):l,

es decir, la solucién de nuestro problema de valores iniciales est4
atrapada entre dos soluciones constantes, luego I = R. Si por el con-
trario ¢ = 0, el problema a resolver es

X =x-1
x(0) =
cuya tnica solucion es x(t) = 1 + e’ que estd definida en R.

(b) Es una aplicacion directa del teorema de dependencia continua
de la solucién respecto de parametros, ya que

F(t,x,€) = (1+e)x —ex? —1

es continua y el problema de valores iniciales admite una tinica solu-
ci6n maximal para (t, xo, €&9) = (0,2,0) (esta solucion fue calculada
en el apartado anterior, donde ademds se apunté que el intervalo
maximal de definicién de la misma es R).
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(c) Denotemos & (t) := a—x(t 0). El problema variacional asociado es

{E’U) x(£0) +&(t) —x(£0)> =& —ef —e*
£(0)=0

La tinica solucién de este problema (lineal no homogéneo) es

Et)=(1—t—e")e

Se considera el sistema

Xy = x4 e(xF + x3)x;
4 e v

Pasando a coordenadas polares, estudia las propiedades de estabili-
dad del origen segun los valores de .

Solucién : Denotaremos

_ [ n(tx?) o_ ( x1(0)
“”—(mmwﬂ» x—(mm)'
Claramente (x; = 0,x, = 0) resuelve el sistema (con (x1(0) =
0,x2(0) = 0)). La estabilidad del origen significa que dado ¢ > 0

(e

existe 6 = 6(¢) > 0 tal que
ﬂﬂ—(S)H<a

(o)l

Obien en términos de las coordenadas polares x1 () = p(t) cos(6(t)),
x(t) = p(t) sen(6(t)):

p(0) <é=p(t) <e Vt>0.

Nuestro sistema se puede reescribir de la siguiente forma (en coor-
denadas polares (p(t), 6(t))):

{ p’ cos(0) — psen(0)0' = p[sen(0) + ep cos( )]
p'sen(0) + pcos(0)8 = —plcos(0) — ep? sen ()]
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Multiplicando la primera ecuacién por cos(6(t)) y la segunda por
sen(0(t)) y sumando ambas obtenemos

o'(t) = ep(t)°. ©2)

Si ahora multiplicamos la primera ecuacién por — sen(6(t)) y la se-
gunda por cos(6(t)) y sumamos obtenemos

p(1)0'(t) = —p(t). 9.3)

De este modo obtenemos un sistema de ecuaciones, (9.2)—(9.3), equi-
valente al anterior pero escrito en términos de las nuevas variables
p(t) y 6(t). De (9.3) se obtiene ' = —1, es decir, 6(t) = 6y — t. Un ané-
lisis simple de la ecuacién (9.2) con dato inicial asociado p(0) = pg
nos permite concluir que la tinica solucién del correspondiente pro-
blema de valores iniciales es

P P — (9.4)
\/J1— ZEp%t

Distinguimos los siguientes casos:

1
2ep3’

). Por tanto, si ¢ > 0 no puede

(@) ¢ > 0. El denominador de (9.4) se anula en t =

_1_
’ 25;)(2J

luego
p(t) solo estd definida en [0
hablarse de estabilidad.?

(b) ¢ = 0. En este caso se tiene p(t) = py y, por tanto, la solucion tri-

vial es estable pero no asintéticamente estable (basta con elegir
6 = ¢ en la definicién de estabilidad).

(c) € < 0. En este caso p(t) < po, luego el origen es estable. Ade-
mas p(t) — 0 cuando t — oo, lo cual significa que

w0 (o )| =10l = o) 0

cuando t — oo. Por consiguiente, la solucion trivial es asint6ti-
camente estable.

2Lo cual no significa que la solucién trivial sea inestable, sélo que no tiene sentido
discutir la estabilidad de la misma porque no estd globalmente definida
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Se considera la ecuacién escalar auténoma

X'=—(x—p1)(x—p2)--(x—pn),

donde p1,p2,...,pn € Rcon p; < p2 < ... < py y n es impar.
Denotemos por x(t; xp) a la solucién de la ecuacion que satisface la
condicién inicial x(0) = xp.

(a) Demuestra que, para todo xy € R, x(¢; xo) es prolongable hasta
0.

(b) Demuestra que existe el limite cuando ¢t — oo y es finito para
todo xp € R.

(c) Estudia las propiedades de estabilidad de los puntos de equili-
brio.

(d) Esboza la gréfica de las soluciones.

(Febrero 1989)

Solucién : (a) Claramente f(x) = —(x —p1)(x —p2) - - - (x — pn) es de
clase C! (en particular, localmente lipschitziana) por lo que el proble-
ma de valores iniciales

{ ¥ = f(x)

x(0) = xo

admite una tnica solucion. Distinguimos los siguientes casos:

(i) Sixo € (pi, pi+1) para cualquier 1 < i < n — 1, se tiene que
pi < x(t;x9) < pir1 paratodot € I = (w—, wy) (cf. Ejercicio 1
del capitulo anterior). Luego la solucién x(¢; x¢) es prolongable
a R por estar acotada en una banda®.

(ii) Sixg > pn se tiene, por la misma razén que en (i), que x(t; xg) >
pn para todo t € I. Ademds, en virtud de la definicién de f(x)
se sabe que x'(t;x9) < 0 paratodo t € I, luego p, < x(t;x0) <
xo para todo t € (fp, w4 ). Si fuese wi < oo habria de exis-
tir una sucesion {t,} verificando {t,} — w4 cuandon — oo
de modo que {||x(ty; x0)||} — oo cuando n — oo, lo cual es
contradictorio con el hecho de que x(f; x) es acotada.

3Este argumento ya ha sido empleado en varias ocasiones con anterioridad
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(iii) Sixp < p; se tiene que x(f;x9) < p1 para todo t € I. Usando
nuevamente la definicion de f(x) y teniendo en cuenta que 7 es
impar se deduce en este caso que x'(f;xg) > 0 paratodo t € I,
luego xop < x(t;x9) < pp para todo t € (tp, wy). Razonando
como en (ii) se concluye que ha de ser w4 = oo.

(b) Hacemos la misma distinciéon que en el apartado anterior:

(i) Sixp € (pi, piy1) para cualquier 1 < i < n — 1, sabemos por
(a) que la solucién x(t; xg) es acotada. Para comprobar que es
también mondtona observamos que su derivada

X (xg) =—(x—p1)...(x=pic1)(x—pi) (x = pix1) ... (x = pn)

no cambia de signo. En efecto, signo(x’(t; x9)) = (—1)"~* por
lo que x(t; x¢) es mondtona y acotada

(ii) Sixg > p, sabemos que p, < x(t;x0) < xoy x'(t;x9) < 0, por
lo que x(#; xo) es decreciente y acotada. Por consiguiente, existe
lims oo {x(tx0) Y P < limy— oo {x(£x0)} < xo0.

(iii) Sixg < p1 sabemos que xg < x(t;x0) < p1y x'(x9) > 0, por
lo que x(t; xp) es creciente y acotada. Por consiguiente, existe
limy oo {x(t;x0) } ¥ x0 < limy—oo{x(t;x0)} < p1.

(c) Usamos el primer método de Lyapunov. Para ello calculamos en
primer lugar

F e r—p)x—ps) - (x—pa)

—(x—p1)(x—p3)... (x—pu) —... (x—=p1)(x—p1) ... (x = pn-1).

Entonces

%(pi) = —(pi—pV)(pi—p2)--- (pi = Pi-1)(pi — Pix1) --- (pi — pn),

de donde se deduce que
. 0 i
signo (%(pﬂ) = (—1)",
Finalmente, como 7 es impar por hipétesis se tiene que
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(i) Siies par, p; es inestable.

(ii) Siiesimpar, p; es asintéticamente estable.

(d) El comportamiento de las soluciones viene representado en la
siguiente figura
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7. Se considera la ecuacion
X"+ ¢(x) =0

donde ¢ : R — R es Lipschitz—continua. Sea p € R un punto de
equilibrio aislado tal que la funcién G(x) = [; g(z)dz alcanza en
p un maximo local estricto. Prueba que p es un punto de equilibrio
inestable.

Solucién : Reescrita equivalentemente en forma de sistema, la ecua-
cion x” + g(x) = 0 se lee

( 2 >/: ( —;EX) ) = Flx, x2).

Como (p,0) es un punto de equilibrio, ha de ser ¢(p) = 0. Para estu-
diar la estabilidad de este punto construimos

EG0 = (5 o)

cuyos valores propios son A = +,/—g¢’(p). Finalmente, como G(x)
alcanza en p un maximo local estricto ha de verificarse

§'(p) =G"(p) <04,

luego
up = max{Re(A) : A € o(J[F](p,0))} >0

lo cual indica que el punto de equilibrio (p, 0) es inestable en funcién
del primer método de Lyapunov.

8. Encuentra dos funciones a,b € C(R) tales que la ecuacion lineal es-
calar x’ = a(t)x sea asint6ticamente estable, ' = (a(t) + b(t))x sea
inestable y ademas

lim b(t) =0.

t—o0

4En virtud del teorema fundamental del célculo, ya que g es continua por hip6tesis

223



224

Solucién : Un ejemplo sencillo de ecuacién lineal escalar asintética-
mente estable es X’ = —#, ya que todas sus soluciones satisfacen

K
x(t):?—>0 cuandot — oo, KE€R,

por lo que la solucién trivial es un atractor; luego podemos elegir

Si ahora elegimos

entonces X' = (a(t) + b(t))x es exactamente x’ =
En efecto, ahora las soluciones son de la forma

, que es inestable.

x(t) =Kt - 00 cuandot — 0o, KE€eR,
por lo que la solucién trivial es inestable. Ademas, es obvio que

lim b(t) =0.

t—oo

Se consideran la funcién f : R — R definida por
2z+4 siz< —1
f(z) =< -2z sifz| <1
2z—4 siz>1

y la ecuacion
X"+ f(x')+x=0.

(a) Estudia la existencia, unicidad y prolongacién de sus solucio-
nes.

(b) Estudia las propiedades de estabilidad de sus puntos de equi-
librio.
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Solucién : (a) Reescribiendo la ecuacién de segundo orden en forma
de sistema obtenemos

< 2 ) - < —x1 iC2f(x2) ) = F(x1,x2) .

Como f es continua, F también lo es. Por tanto, existen soluciones
de nuestra ecuacién. Por otra parte, como f es lineal a trozos es glo-
balmente lipschitziana (cf. Ejercicio 13 del Capitulo 7) y, como con-
secuencia, F también lo es. Luego existe una tinica solucién definida
en R del problema de valores iniciales asociado a nuestra ecuacion.

(b) El tnico punto de equilibro es (0,0) ya que f(0) = 0. Tenemos

VF(x1, %) = ( _01 —f}(y) ) '

Obsérvese que, aunque f no es derivable, silo es en un entorno de 0;
luego VF existe en un entorno de (0, 0). En efecto,

£/(0) = =2 = VF(0,0) = ( o ) ,

El tnico valor propio de VF(0,0) es A = 1 (doble), luego u = 0. Por
tanto, (0,0) es un punto de equilibrio inestable.

10. Estudia la estabilidad de los puntos de equilibrio de las siguientes
ecuaciones y sistemas:

(a) x" —2xe~* =0,
() x4+ 2x" +5x+x3 = 0.
@ ¥ =y+x—23y =—x
(d) x”" + x|x| = 0.
(e) X' =f(x+y),y =—f(x—y) donde
2z siz>0

f(z):{ 32242z siz<0
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Solucion : (a) Escrita vectorialmente la ecuacién es de la forma

/
X1 . X2 _
( X ) a ( 2x1e*x% ) = F(x,%2),

luego el tinico punto de equilibrio es p = (0,0)T. Calculamos

JIF)(p) = ( 201 _zox@e—x% 0 ) (p) = ( 2 0 ) ’

cuyos valores propios son A = ++/2. Entonces £ = v/2 > 0y, segtin
el primer método de Lyapunov, el punto de equilibrio es inestable.

(b) Reescribimos en primer lugar la ecuacién como un sistema de
primer orden, obteniendo

!/
X1 _ X2 -
( X0 ) o ( —2x7 — 5x1 —x% ) = F(x,x).

Claramente F(x1,x;) se anulasiy sélosixp = 0y x; = 0,£v/-5,
luego el tinico punto de equilibrio es p = (0,0)T. Calculamos

e = (s 5 5 )w=( 0 )

cuyos valores propios son A = —1 £ 2i. Entonces p = —1 < Oy,
segun el primer método de Lyapunov, el punto de equilibrio es asin-
téticamente estable.

(c) En este caso

()= () v

luego el tinico punto de equilibrio es p = (0,0)T. Calculamos

e = ("3 ) o= 1 5)

cuyos valores propios son A = % + \/ng'. Entonces p = % > 0y, segtin
el primer método de Lyapunov, el punto de equilibrio es inestable.

(d) Escrita vectorialmente la ecuacion es de la forma
) X — F(xy,x) = (x2, —x2)T six; >0
v )~ —mlal )T T T ()T sin <0
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11.

luego el tnico punto de equilibrio es p = (0,0)T. En este caso el
primer método de Lyapunov no proporciona informacién (A = 0
doble = p = 0). Consideramos entonces la siguiente funcién de
Lyapunov:

x1|® 3
V(xl,X2) = %—f—?z

Claramente V(0,0) = 0, V(x, y) es definida positiva en un entorno

depy
V'(x1,x2) = (x1|x1], x2) - (x2, —x1|%1]) = 0,

luego p es un punto de equilibrio estable pero no asintéticamente
estable.

(e) Escrita vectorialmente la ecuacion es de la forma

(V) = () o

Teniendo en cuenta la definicién de f se puede comprobar facilmente
que los tinicos puntos de equilibrio son

(1) (D) =)

Calculamos

F)a- (13
e )w=(735)
En el primer caso los valores propios son Ay =2 +£2i = u =2 >0,
mientras que en el segundo casoson A\; = —2+2i = pu = -2 < 0.
Entonces, segtin el primer método de Lyapunov los puntos de equi-

librio p y r son inestables mientras que el punto de equilibrio g es
asintéticamente estable.

Se considera el sistema

x' = —6y°e*ty,
Yy =2(x—1)e*tY
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12.

Prueba que tiene un tnico punto de equilibrio y que dicho punto es
estable pero no es un atractor.

Solucién : En este caso

flxy) = —Ze”y( 3 )

1—x

luego el tinico punto de equilibrio es (1,0). Tenemos

() =2y (W WO,

10 (5)=(20),

Por tanto estamos en el caso en que u = 0, por lo que el primer
método de Lyapunov no aporta informacién.

luego

Construimos la funcién de Lyapunov
Vix,y) = (x —1)*+°.
Es claro que V(1,0) = 0y V es definida positiva. Ademas
V'(x,y) = 4" {(x —1,3y°), (-3y°,x — 1)) = 0,

luego el punto de equilibrio (1,0) es estable pero no asintéticamente
estable.

Sea p un punto de equilibrio de la ecuacién
X' =f(x), feCYRN,RN),

de la cual suponemos que todas sus soluciones son prolongables has-
ta co. Demuestra que si p es un atractor, entonces el conjunto

A={qeRN: tlim{x(t;q)} =p}
es abierto.
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Solucién : Probaremos que dado q € A, existe & > 0 tal que la bola
euclidea centrada en g de radio 4 se queda dentro de A. Como por
hipétesis p es un atractor, existe n > 0 tal que si ||y — p|| < 71 se tiene
que x(t; y) estd definida en [0, 00) y

lim{x(;y)} =p.

t—o0

Es decir, si ||y — p|| < nentonces y € A. Por otro lado, siq € A existe
to > 0 tal que sit > t( entonces

Ix(t:a) = pll < 5 95)

Ademas, como f € C'(RN;RN) por hipétesis (en particular es con-
tinua y localmente lipschitziana) podemos aplicar el teorema de de-
pendencia continua de la solucién respecto de datos iniciales para
concluir que existe 4 > 0 tal que si ||g — §|| < 8, entonces

lx(t:9) = x(6q) || < 5 VEe [0t]. (9.6)

Sea y = x(tp; 4). Usando (9.5) y (9.6) obtenemos

n,.n
ly = pll < lly = x(to; Dl + [lx(to; q) — pll < 5+ 5 =n.

Se deduce por tanto que x(t; y) estd definida en [0, c0) y
Mm{x(By)} =p,
luego y € A. Ahora bien, la solucién del problema de valores inicia-

les
{f=ﬂ@
x(0) =y
es, por un lado, x(t; y) mientras que, por otro lado, también es solu-

cién (t) := x(t + to; ). En efecto, ¢(0) = x(ty; §) = y. Entonces

x(ty) = o(t)

por unicidad. De este modo, dado g € A hemos encontrado 6 > 0 (el
de (9.6)) tal que si ||g — §|| < 6 entonces § € A, luego A es abierto.
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13.

14.

Calcula los puntos de equilibrio de la ecuacién
X4+ x4 3x% +3x+1=0.

(Son estables? ;json asint6ticamente estables?

Solucién : Reescribiendo la ecuacién de segundo orden en forma de
sistema obtenemos

(932 ) B ( —x{’—3x§2_3x1_1 > - ( —(xlxil)3 > = f(x1,x2).

Luego el tnico punto de equilibrio es (x1, x2) = (—1,0).

Tenemos

B =y a0 )+ s (o) =(50)-

Por tanto estamos en el caso en que u = 0, por lo que el primer
método de Lyapunov no aporta informacion.

Construimos la siguiente funcién de Lyapunov:

GRS Y

_x_% 1 3d _
V(xlzxZ)— 2 + _1(1/1—{—1) u= 2 4 =

Es claro que V(—1,0) = 0, luego V es definida positiva. Ademads

V' (x1,x) = <<(x1 + 1)3,x2>, (xz, —(x1 + 1)3)> =0,

por lo que el punto de equilibrio (—1,0) es estable pero no asint6ti-
camente estable.

Proporciona ejemplos explicitos de ecuaciones auténomas
¥'=f(x), feC'®RY,RY),
que verifiquen las siguientes propiedades:

(a) Tiene exactamente dos puntos de equilibrio, ambos inestables.
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(b) Tiene exactamente un punto de equilibrio y es estable pero no
asintéticamente estable.

(c) Tiene una infinidad de puntos de equilibrio y todos ellos son
inestables.

(Febrero 1990)

(d) Tiene una solucién asintéticamente estable, pero el primer mé-
todo de Lyapunov no proporciona informacion.

(e) Todas las soluciones estan definidas y acotadas en [0, o) y al
menos una de ellas es inestable.

(f) Tiene una solucién estable y otra inestable.

(Junio 1991)

Solucién : (a) x' = x?(x — 1)2. Todas las soluciones son monétonas (o
siempre crecen o siempre decrecen), luego no pueden tender hacia
los puntos de equilibrio. En efecto, podemos aplicar el teorema de
inestabilidad de Cetaev con las funciones Vy(x) = x (para el punto
de equilibrio p = 0) y V3(x) = x — 1 (para el punto de equilibrio
p = 1). Se tiene

Vo(0) =0, V{(x)=x" >0 en un entorno reducido de 0,
V1(0) =0, Vi(x) =x" >0 enunentorno reducidode 1.

Ademas podemos considerar las sucesiones

{xn}:{l}_)()/ {yn}:{1+%}—>1, n— oo,

n

para las cuales se verifica que Vy(x,) > 0y Vi(y,) > 0 para todo
neN

(b) x” + 4x = 0 o, equivalentemente,

() -(30)()-(%)
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cuyo tnico punto de equilibrio es p = (0,0)”. En este caso los valores
propios del sistema son A = £2i = p = 0, luego el primer método
de Lyapunov no proporciona informacién. Podemos considerar la
funcién de Lyapunov
2
E(x1,xp) = 2x3 + 32 :

En efecto, E(p) = 0y E(x1, x2) es definido positivo en un entorno de
p. Ademas
E'(x1,x0) = (4x1, %) - (], x5)T = (4x1,x2) - (xp, —4x1)T =0,
luego p es estable pero no asintéticamente estable.
(c) ¥’ = sen(x)?. Los puntos de equilibrio son p; = kr con k € Z.
Para ver que son todos inestables consideramos las funciones
Vi(x)=x—km, keZ.

Se tiene que Vi(px) = 0, V/(x) = x’ = sen(x)?

> 0 en cualquier
entorno reducido de pr y Vi <pk + %) > 0 para todo n € N, luego el

teorema de inestabilidad de Cetaev nos permite concluir.

(d) Podemos usar el ejemplo del Ejercicio 5 con € = —1:
{ Xy = xp — x1(x% + x3)
xh = —x1 — xp(x% + x3)
En efecto, el tinico punto de equilibrio es p = (0,0)” y la matriz

jacobiana de
o x—x1(xF+x3)
Flay, xz) = ( —x1 — x(x3 + x3)
evaluada en p es
o -3 - 1-2xx _( 01
JIFl(p) = ( —1—2x1xp —x% —3x3 (p) = -1 0/~

siendo sus valores propios A = +i = p = 0. Por tanto, el primer
método de Lyapunov no aporta informacion.

Otro ejemplo sencillo de analizar es x' = —x.
(e) Sirve el ejemplo del apartado (c).

(f) ¥’ = x(x—1), yaque x = 0 es estable (de hecho es asintéticamente
estable) y x = 1 es inestable.
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15. Se considera el sistema de ecuaciones de presa—depredador de Lotka-
Volterra
x' = (a—Dby)x
y'=(—c+dx)y

donde a4, b, c y d son constantes positivas. Se trata de estudiar las
c a

propiedades de estabilidad del punto de equilibrio (§, §) a través de
los siguientes pasos:

(a) Utiliza el cambio de variables p = log(x), ¢ = log(y) para
transformar la ecuacién de Lotka—Volterra en un sistema de la

forma
p=—%p.q)
q' = 5 (p.q)

4

donde H € C!(R?,R) (este tipo de sistemas se llaman Hamilto-
nianos). Determina la funcién H.

(b) Sedefine V : Rt x Rt — R como V(x,y) := H(log(x),log(y)).
Comprueba que V alcanza en (§, 7) un minimo estricto.

(c) Como consecuencia del apartado anterior, determina las pro-
piedades de estabilidad del punto de equilibrio (§, ).

(Septiembre 1992)

Solucion : (a) Derivando el cambio de variables

p =log(x), q=1log(y)

obtenemos

/ /
/

p :x;:a—by:a—beq, g =2 = —c+dx = —c+deP.

e <

Si ha de ser 5
p'=a—bel = —a—I;(M)

hemos de elegir la funcién H(p, q) de la forma
H(p,q) = be —aq + f(p),
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donde f es una funcién por determinar que s6lo depende de p. Como
ademas se ha de cumplir

0H
—_ p: /:—
ctdel =q =5 (pa),

se deduce que f(p) = def — cpy, por tanto,

H(p,q) = be! —aq+de? —cp.
(b) Se tiene

V(x,y) = by —alog(y) + bx — clog(x) .

Entonces
ov _

i

o _, o

0y y

por lo que el tinico punto critico de V es (4, ). Para comprobar que

se trata de un minimo construimos la matriz Hessiana de V,

Hess[V](x,y) = ( ? ) ) ’

a
e

7

c
X

de modo que

cC a ﬁ
Hess[V])(5,7) = ( : o )

es definida positiva.

(c) Se puede comprobar facilmente que el primer método de Lya-
punov no proporciona informacién ya que los valores propios de
J[F](5, ) son ambos complejos, donde

_on
F(p.q) = ( o P 7 )

y J[F] denota la matriz jacobiana de F. Definimos entonces la siguien-
te funcién de Lyapunov:

U(x,y) =V(x,y) — V(%, %) .
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Se tiene
U'(x,y) =V'(x,y) =VV(xy) (x,y)
= (d — %,b — %) : ((a —by)x, (dx — c)y)
= (dx —c)(a—by) + (by —a)(dx —c) =0,

luego (5, ;) es estable pero no asintéticamente estable.
[

16. Se pide:

(a) Demostrar que, dado A > 0, la ecuacién Ax 4 e* = 0 tiene una
Uinica raiz real a la que denotaremos por xj.

(b) Probar que la funcién
A 1
V(x,y) = §x2 +e'+ §y2
alcanza su minimo absoluto en el punto (x,,0).

(c) Estudiar la estabilidad de los puntos de equilibrio de la ecua-
cién diferencial

X'+ Ax4+e¥=0, A>0.

(Diciembre 1996)

Solucién : (a) Definimos f(x) = Ax + ¢*. En el intervalo I = [—1,0]
podemos aplicar el teorema de Bolzano, luego existe al menos una
raiz real de f en I. Ademas f'(x) = A+e* > 0, luego f es estricta-
mente creciente. Por tanto, la raiz x, de f es tinica.

(b) Calculamos las derivadas parciales de V:
oV ov

_— = X _— =
3x Ax +e, 3y y.

Entonces, el tnico punto critico de V es (x,,0). Comprobamos que
se trata de un minimo:

H(V):(Agex (1)) 1uegoH(V)(’3):(AJBem 2)
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Los valores propios de H(V) ( 98‘ ) sonp; = 1ypu = A+e%,
XA
0
secuentemente, (x;,0) es un minimo de V. De hecho, ha de ser el
minimo absoluto de V porque es tnico.

ambos positivos. Por tanto, H(V) es definida positiva y, con-

(c) En forma vectorial el problema es el siguiente:

=5 0)()+(2)

luego F(x,y) = (y, —Ax — ¢*)T. El tinico punto de equilibrio es, por
tanto, (x),0). Al evaluar la matriz jacobiana de F en este punto obte-

nemos 0 1
Fe 0 = (% o)

de lo cual se desprende facilmente que el primer método de Lyapu-
nov no proporciona informacién. Consideramos entonces la siguien-
te modificacion de la energia mecénica del sistema E(x, y) como fun-
cién de Lyapunov:

A 2
V(x,y) = E(xy) ~ E(xx,0) = 52 +¢"+ 5 —E(x, 0).

Se tiene que
V(x),0)=0, V(x,y)>0V(x,y)#(x),0), Vi(xy =0,

de lo que se concluye que el punto (x),0) es estable pero no asinté-
ticamente estable.
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CAPITULO 10

Series de Fourier, problemas de
contorno, ecuaciones en derivadas
parciales y calculo de variaciones

1. Una de las cuestiones principales de la teoria de ecuaciones de evo-
lucién en derivadas parciales consiste en resolver un problema de
valores iniciales para una ecuacién dada, es decir, predecir el com-
portamiento futuro del sistema conocido su estado actual. En mu-
chas ocasiones es posible demostrar que esto siempre puede hacer-
se y que ademas la solucién es tnica. Sin embargo, en la teoria de
ecuaciones diferenciales ordinarias se puede ademads invertir el pro-
ceso, en el sentido en que dado el estado actual del sistema es posible
también reconstruir el pasado del mismo. A menudo es conveniente
representar esta propiedad en términos de un grupo T'(¢) de transfor-
maciones temporales que permite expresar la solucion u(t; ug) aso-
ciada al dato inicial u( de la siguiente forma: u(t; uy) = T(t)ug. Los
operadores T(t) satisfacen las siguientes propiedades:

T(T(s) = T()T(t) = T(t+5), lmT(H) =T(0) = 1.

En el &mbito de las ecuaciones en derivadas parciales la situacién es
muy diferente. De hecho, en muchos casos es necesario restringir el
estudio de la evolucién de las soluciones al futuro (t > 0), en cuyo
caso el andlogo del grupo uniparamétrico T(t) es un semigrupo de
transformaciones S(t), definido solamente para instantes t > 0. Un
semigrupo fuertemente continuo S(t) satisface

S(£)S(s) = S(s)S(#) = S(t+5)Vt,s >0, lim S(t) =S(0) =1,

t—0t+
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y proporciona la solucién u(t; ug) = S(t)ug asociada al dato inicial
u(t =0) = uy.

Para constatar lo anteriormente expuesto consideremos la siguiente
ecuacion en derivadas parciales

ou
A
ot "

donde A es la extension de —6—22 a L*(R).
0x

(a) Comprueba que A admite el conjunto infinito de vectores pro-
pios {sen(kx) }xen, asociados a los valores propios Ay = k.

(b) Calcula la solucién u(t, x) asociada al siguiente dato inicial

(c) (Qué conclusiones pueden extraerse del calculo de [[u(-, x)|[ 12 (g)?

Solucion : (a) es consecuencia de un calculo directo:

2
—%[sen(kx)] k* sen(kx) .

Para resolver (b) empleamos el proceso estdndar de separacion de
variables (nétese que una de las ecuaciones que se desprenden de
la separacion de variables ha sido resuelta en el apartado (a)) y el
principio de superposicién de soluciones (en serie de Fourier) para
la ecuacioén del calor, de lo que se obtiene que la solucién requerida
es

u(t,x) = %e ¥t sen(kx) .

HM8

Finalmente, para dar respuesta a (c) observamos en primer lugar
que, para valores t > 0, [lu(-, x) || 2((0,00)) €S acotada. En efecto,

—k2
N2((0,00)) =

»|H

(6.¢]
Ju(-, x ||L2 (0,00)) Z
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Sin embargo, al extender la solucién a tiempos negativos obtenemos

sen(kx)
— ]

le™ 1 12((—o0,0)) -

(s 2) [ 12 ((—00,0)) = ( >

k=1

que es divergente.

2. Determina los valores propios y las funciones propias del problema
X' +4x' +(4+92)x =0, x(0)=x'(1)=0.

(Septiembre 2004)

Solucién : Se trata de un problema de contorno lineal de segundo
orden, luego resolvemos en primer lugar la ecuacién caracteristica
asociada

W+ 4p+ (4+91) =0.

Si A = 0 se tiene que la tinica raiz de la ecuacion caracteristica es yu =
—2 con multiplicidad dos, luego las soluciones de x” + 4x’ + 4x = 0
son todas de la forma

x(t)=Ae 2 +Bte™®, A BeR.

Imponiendo las condiciones de contorno obtenemos A = B = 0 lo
cual conduce a la solucién trivial, por lo que A = 0 no puede ser un

valor propio. Para A < 0 obtenemos p = —2 + 3/|A|, valores los
cuales dan lugar a las soluciones

x(t) = A=V 4 Bo-23VAE 4 BER.
Imponiendo nuevamente las condiciones de contorno obtenemos A =

B = 0, por lo que no hay valores propios negativos. Finalmente, para

valores A > 0 obtenemos u = —2 + 3vAd, luego todas las soluciones
de x” +4x" + (4 +9A)x = 0 son de la forma

x(t) =e (A sen(3vVAt) + Bcos(3ﬁt)) , ABER, A>0.
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Al imponer las condiciones de contorno x(0) = x'(1) = 0 se tiene
que

B=0, 3VAcos(3VA) =2sen(3VA).

Por tanto, los valores propios son aquellos A > 0 que satisfacen la
ecuacion

3vAcos(3VA) = 2sen(3v/A) (10.1)
y las funciones propias asociadas son
x\(t) = Ae ' sen(3VAt), AE€R,

para los valores A > 0 que resuelven (10.1).

3. Razona la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones.

(a) El desarrollo en serie de Fourier de la funcién f(x) = x en
(—m, ) es
i1 sen(n)

2y (-1

n>1

(b) El desarrollo en serie de Fourier de la funcién f(x) = x conver-
ge hacia f en (—, 7).

(c) El problema de contorno

x'(1) =1 ,
x(e™) +x'(e™) =0

_ 1
{ (b)) +5=—3, 1<t<e”
tiene infinitas soluciones.
(d) Los valores propios del problema de contorno
?x +tx' = —Ax, AeR, ¥(1)=x(") =0,
son A, = n7 para todo n > 1y las funciones propias son

xu(t) = cos [(an-l— 1) log(t)} :
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Figura 10.1: Las soluciones de la ecuacién (10.1) son los ceros de la funcién re-
presentada: 0, 2,03042, 6,41195, 12,9904, 21,7629, ...
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(e) La funcién u(t, x) = sen(t)sen(x) es una solucién de la ecua-
cién de ondas uy — uyy = 0en D = [0, ] x [0, 7] y alcanza su
méximo en la frontera de D como consecuencia del principio

del maximo.

(Septiembre 2003)

Solucion : (a) VERDADERA. El desarrollo de Fourier es de la forma

X ~ 02_0 + n§1 {an cos[n(x + )] + by sen[n(x + ”)]} ,

con
1 7T
an:;/ x cos[n(x+m)|dx, neNU{0},
o o
bn:—/ x sen[n(x + m)|dx,
TJ—m

Claramente ay = 0y, por ser la funcién x cos(nx) impar,

(-1
ay = / xcos(nx)dx =0, neN.
T —7

Por otro lado

n e N.

1\ rm —1)"
b, = ﬁ/ xsen(nx)dx = (—1)(—1)”+12—7T =—
m Jon us n
Entonces
t~o2y sen[n(x+m)] 2 S (1) sen(nx) .
n=1 n n=1 n

(b) VERDADERA. La complitud del sistema trigonométrico garanti-

za la convergencia en L?(—7, 7r).

(c) FALSA. La ecuacién diferencial puede ser reescrita de la siguiente

forma:

a4+t 4 x=—1, (10.2)
admitiendo claramente como solucién particular la funcién constan-
te x = —1. Basta entonces con encontrar la solucion general de la
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ecuacion homogénea t?x” + tx' + x = 0, que es de tipo Euler. Es co-
nocido que el cambio de variable t = ¢° transforma esta tltima en
una ecuacién lineal con coeficientes constantes, a saber " + y = 0,
cuya solucién general es

y(s) = Acos(s) +Bsen(s), A,BeR.

Deshaciendo finalmente el cambio de variable y tomando en con-
sideracion la solucién particular encontrada anteriormente se tiene
que la solucién general de la ecuacion (10.4) es

x(t) = Acos(log(t)) + Bsen(log(t)) —1, A,BeR.

Aplicando ahora las condiciones de contorno deducimos facilmente
que la tnica solucién del problema planteado es

x(t) = (1+e ™) cos(log(t)) +sen(log(t)) — 1.
(d) FALSA. Si x,(t) = cos [(%) log(t)} fuese una funcién propia

del problema planteado asociada al valor propio A, = n7, habria de
resolver (en particular) la ecuaciéon

X+ tx), + nmx, = 0.

() = =(Fy ) sen [ (357 1os0)]
)= () en [ (2 st
- (F5) cos[(3) g0,
en cuyo caso resulta la relacion

— <2n+1>2
a 2

que es absurda.

(e) FALSA. Es inmediato comprobar que la funcién
u(t, x) = sen(t) sen(x)
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resuelve la ecuacion de ondas uy — Uy, = 0. Sin embargo, u(t, x) =
0 en la frontera de D mientras que, por ejemplo, u (77’, g) = 1. El

motivo es que no existe un principio del méximo (estandar) para la
ecuacion de ondas.

4. Seala funcién f(x) = cos(x) — 1+ Z definida en el intervalo [0, 7).

(a) Calcula el desarrollo en serie de Fourier de senos de f.
(b) ;Converge dicho desarrollo uniformemente en [0, 7]?
(c) ¢Satisfacen sus coeficientes la identidad de Parseval?
(d) Demuestra que

2x 2 sen(2kx)
COS(X):l—?—— m

Solucién : (a) La serie de Fourier de senos de f se define como

(0.¢]

f(x) =~ Z bpsen(nx), by, = %/Onf(x) sen(nx) dx

n=1

en el intervalo [0, 7]. En nuestro caso se tiene

2 (7 2x
by, = _/0 (cos(x) -1+ ?) sen(nx)dx =

us
2 n n 1 2 T
7_r[n2 1 <1 +(=1) ) + E(COS(WT) -1)+ 7_r< - ;COS(ﬂﬂ))]
2 n? "
= _Wr[l 2 (1 +(-1) ) +1 +cos(n7r)]
_ 2 2\ 0 sinesimpar
B n(l—n2)7r<1+( 1)>_{ —m sinespar ’
luego
~_2 S sen 2nx)
T z n(1—4n?)
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(b) SI, ya que f : [0,71] — R es continua, f'(x) = Z — sen(x) tam-
bién lo es (habria bastado con que fuese continua a trozos) y f(0) =
f(m) =0.

(c) NO. Por un lado se tiene que
& 2x
Hf”LzOn =/ (cos( )—1+ > dx
—/ cos( dx—2/ cos(x)dx + 7

+—/ x?dx + = / (cos(x) —1)dx
2 Jo

4 8 5P-48
) 3 6’
mientras que por otro lado!
s 42 1 57'( —48
by)? ==
Z (V7 b) w zl n2(1 — 4n2)2 37

Lo cual estaba tedéricamente justificado de antemano, pues

o0
Z ng = ||fimpar||i2([_7r,n}) = 2”](”%2
n=1

donde fiypqr denota la extension impar de f al intervalo [—m, 7] ¥
{¢cn }nen son los coeficientes de Fourier del desarrollo trigonométrico
de fiypar (de entre los cuales los tinicos no nulos son ¢, = Vb, que
preceden a los senos del desarrollo).

(d) Como el desarrollo en serie de senos converge uniformemente
hacia f podemos escribir

2 2 2
cos(x )—1+—x——7—r >

luego

B 2 sen(2nx)
cos(x) = 1—?—7—Tnglm.

1Obsérvese que el sistema de senos es ortonormal sélo si sus elementos estdn nor-

. . . . . . nx
malizados a la unidad, es decir, si consideramos el sistema {%} , por lo que los
neN

coeficientes de Fourier asociados pasan a ser de la forma /7 by,
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5. (a) Resuelve mediante el método de separacion de variables el si-
guiente problema mixto para la ecuacién del calor

Up — Uyy = U, t>0, x€|0,mn],
u(0,x) = 3sen(x) +sen(3x), x € [0, ],
u(t,0) =u(t,7) =0, t > 0.

(Junio 2002)

(b) Resuelve el siguiente problema

Ut = Uxy, t>0, xe(0,m),
u(0,x) = f(x), x € [0, 7,
uy(t,0) = uy(t, 1) =0, t >0,

donde f : [0,77] — R viene dada por f(x) = 1+ 5cos(3x).
Demostrar ademds que

lim u(t, x) = %/Onf(x) dx

t—o00

uniformemente en [0, 7] e interpretar fisicamente el resultado.

(Junio 2003)

(c) Resuelve el siguiente problema mixto para la ecuacién del telé-
grafo mediante el método de separacion de variables:

%u ou _ %
W“‘ZE—'—u—ﬁ, t>0,x€(0,7'[),

u(0,x) = sen(x), x € [0, 7],
u(t,0) =u(t,7r) =0, t>0,
%u(0,x) =0, x € [0, 7.

(Julio 2003)

(d) Encuentra una solucién del problema

u(0,x) =u;(0,x) =0, x€l0,mn],

U — Uyy = sen(x), te R, xe(0,m),
u(t,0) =u(t,7) =0, teR
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(Sugerencia: Buscarla de la forma u(t,x) = v(x) + w(t, x), con
v(0) = v(7r) = 0y w una solucién de la ecuacién de ondas ho-
mogénea). ;Hay mds soluciones?

(Junio 2004)

Solucion : (a) Consideremos soluciones de la forma u(t, x) = v(t)w(x).
Sustituyendo esta expresion en la ecuacién del calor obtenemos

o (Hw(x) — o(B)a (x) = o(B)w(x) & LD = P

de donde se concluye que

o _ v
v(t) w(x)

Al resolver la primera de las ecuaciones,

o' (t) + Ao(t) =0,

se tiene que v(t) = ke~ * con k € R. Por otro lado, la segunda ecua-
cién se puede escribir como

w’(x)+ (1+ ANw(x) =0.

Estudiemos como son sus soluciones. Si A = —1 se tiene w” = 0,
cuyas soluciones son las rectas

w(x) = Ax+B, A,Be R.

Aplicando las condiciones de contorno u(t,0) = u(t, r) = 0 obtene-
mos w(0) = w(m) = 0, luego A = B = 0 y la tnica solucién en este
caso es w = 0. Si consideramos ahora A < —1 obtenemos

w(x) = AN L Be(-1-0¥ A Be R.

Aplicando las condiciones de contorno obtenemos nuevamente A =
B = 0y, consecuentemente, la solucién trivial. Analizamos finalmen-
te el caso en que A > —1. Se tiene

w(x) = Acos(V1+Ax)+Bsen(vV1+Ax), A BeR.
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Aplicando las condiciones de contorno obtenemos

Bsen(v1+Am) =0,

que da lugar a soluciones no triviales si y solamente si A = n2 — 1 con
n € N. Finalmente, teniendo en cuenta la condicién inicial u(0, x) =
3sen(x) + sen(3x) se deduce que la solucion al problema de difusién
planteado es de la forma

u(t,x) =3sen(x) +e % sen(3x).

(b) Como en el apartado anterior, buscamos soluciones con las varia-
bles separadas: u(t,x) = v(t)w(x). Insertando esta expresion en la
ecuacion del calor obtenemos

v (Hw(x) = o(t)w"(x),

de donde se concluye que

Resolvemos en primer lugar
o' (t) + Ao(t) =0,

de donde se obtiene que v(t) = ke~ * con k € R. Por otro lado, la
solucién general de la ecuacion para w(x) es

= w(x) = Ax+BconA,BecRsiA=0,
s w(x) = Ae’ +Be ™ conA,BERsiA>0,

» w(x) = Acos(v/Ax) + Bsen(v/Ax) con A,B € Rsi A < 0.

El tnico caso viable es el tercero, para el que aplicando las condi-
ciones de frontera se tiene w’(0) = w'(7r) = 0, de donde se deduce
que ha de ser A = n?, n € N, para que existan soluciones no tri-
viales. Finalmente, teniendo en cuenta la condicion inicial u(0, x) =
1+ 5cos(3x) se concluye que la solucién al problema de difusion
planteado es de la forma

u(t,x) =1+ 5e~ % cos(3x) .
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Figura 10.2: Evolucién temporal de la solucién del Ejercicio 5 (a).
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Figura 10.3: Evolucién temporal de la solucién del Ejercicio 5 (b).

250



Series de Fourier, problemas de contorno, ecuaciones en derivadas
parciales y cdlculo de variaciones 251

Claramente

1 7T
lim u(t,x) =1= ;/ (14 5cos(3x))dx,
0

t—o0

lo cual significa que la distribucién de temperaturas se estabiliza a
tiempo largo en el promedio del dato inicial sobre el intervalo [0, 77].

(c) Buscamos soluciones de la forma u(t, x) = v(t)w(x). Sustituyen-
do esta expresion en la ecuacion del telégrafo obtenemos

(0"(£) +20'(t) + o(t))w(x) = v(t)w" (x)

de donde se concluye que

o' (t) +20'(t) +o(t) w” (x)

v(t) S ow(x)

Separando las ecuaciones para v(t) y w(x) obtenemos

o () +20' () + (1+A)o(t) =0, @' (x)+ Aw(x) =0.

La ecuacién para w(x) admite exactamente la misma discusién que
la realizada en el apartado anterior, por lo que sélo el caso en que
A = n? con n € N genera (las siguientes) soluciones no triviales

w(x) =ksen(nx), keR.
Resolvemos entonces la ecuacion
o (t) + 20/ (t) + (1 +n?)o(t) =0,
obteniendo la solucién general
v(t) = e '(Acos(nt) + Bsen(nt)), A,BeR.
Luego

Fsen(nx)(cy cos(nt) +cosen(nt)), c1,c0 €R.

u(t,x) =e"
Imponiendo finalmente las condiciones iniciales obtenemos

u(t,x) = e 'sen(x)(cos(t) +sen(t)).
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Figura 10.4: Evolucién temporal de la solucién del Ejercicio 5 (c).
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(d) Sustituyendo la expresion sugerida, u(t, x) = v(x) + w(t, x), en
la ecuacién de ondas obtenemos

wi(t,x) — 0" (x) — wyr(t, x) = —0"(x) = sen(x),

donde hemos usado que w(x) resuelve la ecuacion de ondas homo-
génea. Por tanto,

v(x) =sen(x) + Ax+B, A,BeR.

Aplicando ahora las condiciones v(0) = v(7r) = 0 se tiene que A =
B = 0, por lo que ha de ser v(x) = sen(x). Por otro lado, aplicando
las condiciones de contorno u(t, 0) = u(t, r) = 0 se obtiene w(t,0) =
w(t, 7r) = 0. Finalmente, haciendo uso de los datos iniciales u(0, x) =
ut(0,x) = 0 llegamos a

w(0,x) = —sen(x), w(0,x)=0.

S6lo falta por determinar la funcién w(t, x). Pero sabemos que w(t, x)
resuelve el siguiente problema mixto para la ecuacién de ondas ho-

mogénea
Wy — Wxx =0, te R, xe(0,m),
w(0,x) = —sen(x), wt(0,x) =0, x €0, n],
w(t,0) =w(t,m) =0, teR.

Buscamos soluciones con variables separadas de la forma w(t, x) =
a(t)B(x). Entonces

O B
at) ~ Bl -

Comenzamos resolviendo el problema de contorno

{ B"(x)+AB(x) =0, xe€(0,m)

B(0) = B(m) = 0 '

que Unicamente admite soluciones no triviales si A = n
de lo cual se desprende facilmente que ha de ser

2conn €N,

B(x) =ksen(nx), keR.
Resolvemos a continuacién la ecuacién en t, obteniendo

a(t) = Acos(nt) + Bsen(nt), A,Be€R.
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Por tanto
w(t, x) = c1 cos(nt) sen(nx) + cp sen(nt) sen(nx), c1,¢c2 €R,

que resuelta junto con las correspondientes condiciones iniciales pro-
porciona
w(t,x) = — cos(t) sen(x).

Finalmente, la solucion buscada es

u(t,x) =ov(x)+w(t,x) = (1 —cos(t))sen(x).

6. Se considera el funcional F : C!([xg, x1]) — R definido por

X1

Fly) = / E(x, y(x), y/ (x)) dx,

0

donde F € C?([xg, x1] x D), siendo D un subconjunto convexo de R?
y F una funcién convexa.

(a) Deduce de forma justificada la ecuacién de Euler-Lagrange que
deben satisfacer los posibles extremos locales de F que sean de
clase C%([0,1]). ¢;Cuadles son las condiciones de contorno que
han de satisfacer los extremales?

(b) Demuestra que y € C2([0,1]) es solucién del problema de mi-
nimizacién si y solo si es un extremal.

(c) Calcula el minimo de

Flyl = /12 {2 + %2(1/)2 — 4y} dx

(Junio 2004)

Solucion : (a) Sean y € C2([0, 1]) un extremo local de Fy ¢ € C?([0,1])
una funcién test arbitraria. Dado ¢ € R, consideremos la perturba-
cién de y(x) determinada por y.(x) = y(x) + ep(x). Claramente
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Figura 10.5: Evolucién temporal de la solucién del Ejercicio 5 (d).
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y: € C%([0,1]). Podemos hacer la deduccién (sin pérdida de gene-
ralidad) para el caso en que y € C?([0,1]) es un minimo local de
F, luego Fly + ¢p] > Fly|. Esto equivale a afirmar que la funcién
¢ — Fly + ep| alcanza un minimo en ¢ = 0y, por tanto, derivando
la integral con respecto al parametro ¢ obtenemos

= 4 (Fly+eo])(e=0)
— ([ {Rute v + 00, 1 () + 00/ (o)
(%, y(x) + e9(x), Y (x) + e/ ()¢ (x) } dx) (e = 0)
= [ By, () + Byl y(x), () ()} .

Integrando ahora por partes se concluye que

0= [ B0,y ()~ L (Bx 0,y () Yol dx
FE(L (1), ¥ (1)e(1) ~ B0, 4(0), ¥ (0)p(0) (103)

para toda funcién ¢ € C2?([0,1]). En particular, si elegimos ¢ €
C2([0,1]) tal que @(0) = (1) = 0 se tiene que

/01 {Fy(x,y(X),y/(x)) — % (Fp(x,y(x),y/(x))> }(p(x) dx = 0.

Entonces una aplicacion directa del lema fundamental del cdlculo de
variaciones nos permite concluir que

dF,

por lo que (10.3) se traduce en

Fp(1,y(1),y'(1))e(1) — F,(0,¥(0), ¥'(0))(0) = 0 (10.5)

para toda ¢ € C?([0,1]). Finalmente, la arbitrariedad de la funcién
test ¢ nos permite deducir de (10.5) que las condiciones de contorno

han de ser oF oF
o (x=0)=

5y —(x=1)=0. (10.6)
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(b) El funcional F es convexo por ser la funcién F convexa. Asimis-
mo D es convexo por ser el conjunto D convexo. Demostraremos que
y(x) es un minimo con respecto a D del funcional F siy solamente si
y(x) es un extremal, es decir, resuelve la ecuaciéon de Euler asociada a
F. En el apartado anterior se comprob6 que cualquier minimo local
de F con respecto a D satisface la ecuaciéon de Euler (10.4). Com-
probemos a continuacién el enunciado reciproco. Supongamos para
ello que y € D satisface la ecuaciéon de Euler (10.4). Dado cualquier
elemento u € D, podemos considerar una combinacién convexa ar-
bitraria Au + (1 — A)u con 0 < A < 1. Entonces, por ser F convexa
se tiene que

Fly+tu—y)] = Fltut+ (1 -1t)y]
< tFul+ (=0 Fy] = Flyl + H(Flul = Flyl),

es decir,

}"[y—i—t(u—t]/)]_]:[y] < Flu] — Fly].

Tomando limites en la desigualdad anterior cuando ¢t — 0 se obtiene

0= 3 (Fly+tw-y))t=0)

{f[y+t(u—y)]—3f[y]
t

= lim
t—0

b< ) - Fl),

luego F[y] < F|u] para todo u € D, con lo que concluye la demos-
tracion.

(c) Denotemos
2.2

x
Fly,p) =297 + - — 4y.

Entonces la ecuaciéon de Euler-Lagrange asociada al problema varia-

cional planteado es

dF,
v Y
con p = v/, es decir,
0= (4y—4)— ;—x(xzy’) =4y —4—2xy — 2%y . (10.7)

Claramente la funcién constante y = 1 es una solucién particular de
esta ecuacion. Por tanto, para construir la solucién general de la mis-
ma basta con conocer la solucion general de la ecuaciéon homogénea
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x?y" 4+ 2xy’ — 4y = 0, que es de Euler. Haciendo el cambio de va-

riable x = ¢* podemos reducirla a una con coeficientes constantes, a
saber, u” 4+ 1’ — 4u = 0, cuya solucién general es

71+\/17Z —1-V17
2

u(z) = Ae +Be~ 2 *, A/BeR.

Deshaciendo el cambio de variable obtenemos que la solucién gene-
ral de (10.7) es

y(x):Ax_l_Em—}—Bx_l_zm—{—l, A,BER.

Aplicando finalmente las condiciones de contorno (10.6) en el inter-
valo [1,2], es decir ¥'(1) = y/(2) = 0, concluimos que la tnica solu-
cién de nuestro problema de minimizacién es y = 1.

Sea Q = [0, T] x [0, 27]. Se considera el siguiente funcional

= (G~ ()" s esmen

definido en el dominio
D={ueC(Q):u(0,x)=u(T,x) =u(t0)=u(t2r) =0},
dondet € [0,T]y x € [0,27].

(a) Demuestra que si u € C?(Q), entonces la ecuaciéon de Euler—
Lagrange asociada al problema variacional anterior es

0’y 0%u

5 — 35 = sen(2x).

0tz 0x? (2)

(b) Calcula una solucién del problema mixto consistente en la ecua-
cién de ondas de (a) junto con las siguientes condiciones inicia-
les y de contorno:

ou

3 (0,x) =0, u(t,0)=u(t2m)=0.

u(0,x) = sen(2x),
(Sugerencia: Buscarla de la forma u(t, x) = 572 o u,(t) sen(%)).
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(c) ¢Es tinica la solucién del problema planteado en (b)?

(Septiembre 2003)

Solucion : (a) Denotemos
F(u,q,p) = q* — p* + pcos(2x).

Entonces la ecuacion de Euler-Lagrange asociada al problema varia-
cional planteado es

donde g = %—’f yp= g—z. Obtenemos entonces
d (ou d ou
0’u _0%u

a? + 2@ + Zsen(Zx) ,

que no es mas que la ecuacién del enunciado (a).

= -2

(b) Si buscamos una solucién del problema planteado en (b) de la
forma u(t, x) = Y52 un(t) sen(’%) ha de satisfacerse (formalmente)

o0 2

5 (i + ”Zun(t)) sen (%) — sen(2x)

n=0

junto con las condiciones iniciales y de contorno, que aportan las
relaciones adicionales

- nx - nx
uy(0)sen ( — ) = sen(2x), u,(0)sen (—) =0.
)y (7) 3 un0)sen ()
De este modo hemos de resolver los problemas

uy (t) +4uy(t) =1, ug(0) =1, uy(0)=0,
2

u,’{(t)—kzun(t):O, uy (0) =0, u,(0)=0, n+#4,

de donde se obtiene

3 2t) +1
uy(t) :%, uy(t) =0 sin #4.
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Luego
3cos(2t) +1

u(t,x) = (f) sen(2x)

resuelve el problema planteado en (b).

(c) SL En efecto, supongamos que u1 (t, x) y uy(t, x) resuelven ambas
el problema planteado en (b). Entonces la funcién

v(t,x) =uq(t,x) —uy(t, x)
satisface el siguiente problema homogéneo:
U — Uxx = 0
v(0,x) =v:(0,x) =0
v(t,0) =ov(t,27m) =0

La funcién de energia asociada a este problema es

1 r27
E(t) = 5/0 <v%+v,2() dx.

Claramente E’(t) = 0 como se desprende de una sencilla integracion
por partes, luego

E(t) = E(0) = %/02” (vt(O,x)z + vx(O,x)2> dx = 0

para todo t > 0 (ya que v¢(0,x) = 0 = v,(0, x)). Por consiguiente se
ha de cumplir v; = 0 = vy, de donde se desprende que la funcién
v(t, x) es constante. Como v(t,0) = 0 ha de ser v = 0, luego u; = u,.
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Figura 10.6: Evoluciéon temporal de la solucién del Ejercicio 7 (b).
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